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ಲಾಟಿ 


ಷಾ ಮಾಂಜಿ pe ಇತ: ಬನಿ 
Ne ಹ ಕೆ ಸ ಯಯವ ಸಾ 


ನಿಮ್ಮೊಡನೆ 


ಇಂದಿನ ಯುಗ ವಿಜ್ಞಾನದ ಯುಗ. ವಿಜ್ಞಾನ ನಮಗೆಲ್ಲ ಉಪಕಾರಕವೇನೋ ಹಾದು. 
ಅದರಂತೆ ಒಂದು ಆಹ್ವಾನವೂ ಹೌದು. ನಮಗರಿವಾಗದಂತೆ ವಿಜ್ಞಾನ ನಮ್ಮ ದಿನನಿತ್ಯದ 
ಬದುಕಿನಲ್ಲಿ ಸೇರಿಕೊಂಡುಬಿಟ್ಟಿದೆ; ಆದರೂ ನಮಗಿನ್ನೂ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ದೃಷ್ಟಿಕೋನ 
ಬಂದಿಲ್ಲ. ಪಾಶ್ಚಾತ್ಮ ನಾಗರಿಕತೆಯ ಒಂದು ಮಹತ್ವದ ಕೊಡುಗೆಯಾಗಿರುವ ವಿಜ್ಞಾನ 
ನಮ್ಮ ದಿನನಿತ್ಯದ ಜೀವನವನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತಿರುವಾಗ ನಮ್ಮಲ್ಲಿ ಆಗುವ ಮಾರ್ಪಾಡುಗಳನ್ನು 
ಇಂದು ದಾಖಲಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಅದರ ಜೊತೆಗೇ ವಿಜ್ಞಾನವನ್ನು ನಾವು ಯಾವ ವಿವೇಕದಿಂದ 
ಉಪಯೋಗಿಸಬೇಕೆಂಬುದರ ತಿಳಿವು ಕೂಡ ನಮ್ಮಲ್ಲಿ ಮೂಡಬೇಕಾಗಿದೆ. 


ನಾವಿಂದು ವಿಜ್ಞಾನ, ಎಂಜಿನಿಯರಿಂಗ್‌ ಆಧುನಿಕ ತಂತ್ರವಿಜ್ಞಾನ ಇವನ್ನೆಲ್ಲ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ 
ಭಾಷೆಯ ಮೂಲಕ ಕಲಿಯುತ್ತಿದ್ದೇವೆ. ಸಾಹಿತ್ಯ, ಕಲೆ, ತತ್ವಜ್ಞಾನ, ರಾಜಕೀಯ, 
ಸಮಾಜಶಾಸ್ತ್ರಗಳಿಗೆ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ನ ಜೊತೆಗೆ ಕನ್ನಡವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಕಲಿಯುತ್ತಿದ್ದೇವೆ. 
ಆದರೆ, ಬೇರೆ ಭಾಷೆಯ ಮಾಧ್ಯಮದಿಂದ ಕೇವಲ ತಿಳಿವಳಿಕೆಯಷ್ಟೇ ದೊರೆಯುವುದಿಲ್ಲ; 
ತಿಳಿವಳಿಕೆಯ ವಿಧಾನಗಳೂ ಬಂದು ಬಿಡುತ್ತವೆ. ಕನ್ನಡ ತನ್ನ ಶಾಸ್ತ್ರ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು 
ರೂಪಿಸಲು ಕಲಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ; ಆಗಲೇ ತಿಳಿವಳಿಕೆ ನಮ್ಮದಾಗುವುದು. ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ, 
ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರದಂಥ ಶುದ್ಧ ಶಾಸ್ತ್ರಗಳಿಗೆ ಪರಂಪರೆ ಪ್ಲೇಟೋ, ಅರಿಸ್ಟಾಟಲರಿಂದ 
ಬಂದರೆ ಅದು ನಮ್ಮದಾಗುವುದೇ ಇಲ್ಲ. ಅದ್ಭುತ ದೇವಾಲಯಗಳನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿದ 
ನಮ್ಮ ಪೂರ್ವಜರ ತಂತ್ರವಿಜ್ಞಾನ ಯಾವುದಿತ್ತು ಎಂದು ಯೋಚಿಸಲು ಕೂಡ ನಾವು 
ಪ್ರಯತ್ನ ಮಾಡಿಲ್ಲ. ಸುಯೇಜ ಕಾಲುವೆಯ ಮೂಲಕ ಹರಿದು ಬಂದ ತಿಳಿವಳಿಕೆಯ 
ಪ್ರವಾಹದಿಂದ ನಮ್ಮ ಹೊಲಗಳಲ್ಲಿಯ ತಿಳುವಳಿಕೆಯ ಕೃಷಿ ಸಾಗಬೇಕಾಗಿದೆ. 


ಪಾಶ್ಚಾತ್ಮರಲ್ಲಿ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಸಾಹಿತ್ಯ ವಿಪುಲವಾಗಿ ಬೆಳೆದುಬಂದಿದೆ. ಅಂಥ ಸಾಹಿತ್ಯ 
ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಬರಬೇಕು. ತಿಳಿವಳಿಕೆ ಎಷ್ಟೇ ಶ್ರೇಷ್ಠವಾಗಿರಲಿ, ಅಗತ್ಯವಾದದ್ದೇ ಆಗಿರಲಿ, 
ನಮ್ಮ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ಅದು ಮೂಡಿ ಬರದಿದ್ದರೆ, ಅದು ನಮ್ಮ ತಿಳಿವಳಿಕೆಯಾಗಲಾರದು. 
ಕರ್ನಾಟಕದಲ್ಲಿ ಮೌಲಿಕವಾದ ವಿಜ್ಞಾನ ಹುಟ್ಟಿ ಬರಬೇಕಾದರೆ ನಮ್ಮ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ 
ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಸಾಹಿತ್ಯ ಹುಟ್ಟಿ ಬರಬೇಕು. ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಚಿಂತನೆ ನಡೆಯಬೇಕು. 
ಕನ್ನಡಕ್ಕೆ ಅಂಥ ತೇಜಸ್ಸು, ಶಕ್ತಿ ಇದೆ. ವಚನಕಾರರ ಭಾಷೆ ಅಣುವಿಜ್ಞಾನದ ಅರ್ಥವನ್ನು 
ಪ್ರಕಟಿಸಲು ಸಮರ್ಥವಾಗಿದೆ. 


ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಹೇಳುವ ಸಲುವಾಗಿಯೇ ಇಂದು ಪ್ರಮಾಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 
ಭಾಷೆಯೊಂದನ್ನು ಕನ್ನಡದ ಈ ಅಂತಸ್ಥ ಸಾಮರ್ಥ್ಯವನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು ಸೃಷ್ಟಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. 


ಅಂತಹ ಭಾಷೆಯನ್ನು ಬಳಕೆಗೆ ತರುವುದು ಇಂದು ತೀರಾ ಅಗತ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಇಂತಹುದೊಂದು ಅಗತ್ಯವನ್ನು ಪೂರೈಸುವಲ್ಲಿ ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯವು ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು 
ರೂಪಿಸುತ್ತಿದೆ. ವಿಷಯ ತಜ್ಞರೂ, ಭಾಷಾತಜ್ಞರೂ ಕೂಡಿ ವಿಜ್ಞಾನದ ಪಠ್ಮಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 
ನಿರ್ಮಿಸುವುದು ಈ ಯೋಜನೆಯ ಮೊದಲ ಹಂತದ ಕೆಲಸವಾಗಿದೆ. 

ಈ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳು ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ ಸೀಮಿತವಾಗಿಲ್ಲ. 
ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಕೂಡ ಇವುಗಳಿಂದ ನೆರವು ಪಡೆಯಬಹುದು. 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪಠ್ಮದಲ್ಲಿಯೂ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ದಗಳಿಗೆ ಅರ್ಥಕೋಶ ಕೂಡ ಇದೆ. 


ಈ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಬರೆದುಕೊಟ್ಟ ಸಂಪಾದಕರಿಗೆ, ಲೇಖಕರಿಗೆ ನಾನು 
ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಪರವಾಗಿ ಕೃತಜ್ಞನಾಗಿದ್ದೇನೆ. 


ಚಂದ್ರಶೇಖರ ಕಂಬಾರ 
ಕುಲಪತಿಗಳು 


ಯೋಜನೆ ಕುರಿತು 


ನಮ್ಮ ಶಿಕ್ಷಣ ಮಾಧ್ಯಮ ಕನ್ನಡವೇ ಆಗಬೇಕು ಎಂಬ ಶಿಕ್ಷಣತಜ್ಞರ 
ಅಭಿಪ್ರಾಯವನ್ನು ಯಾರೂ ವಿರೋಧಿಸಲಾರರು. ಆದರೆ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮದ 
ಭರಾಟೆಯಲ್ಲಿ ಕನ್ನಡದ ಬೆಳವಣಿಗೆ ಎಲ್ಲಿಗೂ ಸಾಲದು ಎಂಬುದನ್ನು ಅಲ್ಲಗಳೆಯಲಾಗದು. 
ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿಭಾಗದಲ್ಲಂತೂ ಈ ಸಮಸ್ಯೆ ತೀವ್ರತರವಾಗಿದೆ. ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿಷಯಗಳನ್ನು 
ಹೇಳುವ ಸಲುವಾಗಿಯೇ ಪ್ರಮಾಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ ಭಾಷೆಯೊಂದನ್ನು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಸೃಷ್ಟಿಸಿ 
ಬಳಕೆಗೆ ತರುವುದು ತೀರಾ ಅಗತ್ಯ. ಶಿಕ್ಷಣದಲ್ಲಿ ಪಠ್ಮಪುಸ್ತಕಗಳ ಪಾತ್ರವೇನು ಎಂಬುದು 
ಎಲ್ಲರಿಗೂ ತಿಳಿದಿದೆ. ವಿಜ್ಞಾನದ ಪಠ್ಮಪುಸ್ತಗಳನ್ನು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಸಿದ್ದಪಡಿಸುವ 
ಹೊಣೆಗಾರಿಕೆಯನ್ನು ನಿರ್ವಹಿಸುವುದು ಒಬ್ಬಿಬ್ಬರಿಂದ ಆಗುವ ಮಾತಲ್ಲ. 


ಕನ್ನಡದ ಸರ್ವತೋಮುಖ ಬೆಳವಣಿಗೆಯನ್ನು ತನ್ನ ಮುಖ್ಯ ಗುರಿಯಾಗಿಸಿಕೊಂಡು 
ಶ್ರಮಿಸುತ್ತಿರುವ ಸಂಸ್ಥೆ ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ. ಶಿಕ್ಷಣ ಕ್ಷೇತ್ರದ ಈ ಅಗತ್ಯದ 
ಹೊಣೆಯನ್ನು ಸಮರ್ಥವಾಗಿ ನಿರ್ವಹಿಸುವ ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಅದು ರೂಪಿಸುತ್ತಿದೆ. 
ಪ್ರಸ್ತುತ ಪದವಿಪೂರ್ವ ತರಗತಿಗಳಿಗಾಗಿ ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ವಿಜ್ಞಾನ ಪಠ್ಮಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 
ಸಿದ್ದಪಡಿಸುವ ಕೆಲಸವನ್ನು ಆರಂಭಿಸಿದೆ. ಪದವಿಪೂರ್ವ ತರಗತಿಗಳನ್ನೇ ಮೊದಲಿಗೆ 
ಪರಿಗಣಿಸಲು ಮುಖ್ಯ ಕಾರಣಗಳಿವೆ. ನಗರ ಪ್ರದೇಶಗಳಲ್ಲಿ ಮೇಲು ನೋಟಕ್ಕಾದರೂ 
ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮಕ್ಕೇ ಶರಣಾಗಿದ್ದಾರೆ ಎನಿಸುತ್ತದೆ. ಆದರೆ 
ಈ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಲ್ಲೂ ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ವಿವರಣೆ ದೊರೆಯಲಾರದೇ ಎಂದು 
ನಿರೀಕ್ಷಿಸುವವರಿದ್ದಾರೆ. ನಮ್ಮ ಗ್ರಾಮಾಂತರ ಪ್ರದೇಶಗಳಲ್ಲಂತೂ, ಪ್ರೌಢಶಾಲೆಯವರೆಗೂ 
ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದಲ್ಲೇ ಶಿಕ್ಷಣ. ನಂತರದ ಹಂತದಲ್ಲಿ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮಕ್ಕೆ 
ಬರುತ್ತಾರೆ. ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮವೇ ಉಪಯೋಗಕರ ಎಂಬ ಅಸಂಗತ ಅಭಿಪ್ರಾಯ 
ಈ ಆಯ್ಕೆಗೆ ಕಾರಣವಾಗುತ್ತದೆ. ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ ಅಗತ್ಯದ 
ಪಠ್ಶಪುಸ್ತಕಗಳು ಇಲ್ಲ ಎಂಬ ಸಮಸ್ಯೆ ಬೇರೆ. ಅಂದರೆ, ವಿಜ್ಞಾನವನ್ನು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ 
ವಿವರಿಸುವವರಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಉಪಯೋಗವನ್ನು ಪಡೆಯಲು ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳೇ ಅಲ್ಲದೆ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮಾಧ್ಯಮದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳೂ ಕಾತುರರಾಗಿದ್ದಾರೆ. 


ಈ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ಪರಿಹರಿಸುವ ಮೊದಲ ಹೆಜ್ಜೆಯಾಗಿ ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ 
ಪದವಿಪೂರ್ವ ತರಗತಿಗಳಿಗೆ ವಿಜ್ಞಾನ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು ಸಿದ್ದಪಡಿಸುವ ಯೋಜನೆಯನ್ನು 
ಕೈಗೆತ್ತಿಕೊಂಡಿದೆ. ಈ ಬೃಹತ್‌ ಯೋಜನೆಯಲ್ಲಿ ವಿಜ್ಞಾನ ವಿಷಯಗಳಲ್ಲಿ ನುರಿತ 
ಅಧ್ಯಾಪಕರು, ಶಿಕ್ಷಣ ತಜ್ಞರು, ಭಾಷಾ ತಜ್ಞರು-ಹೀಗೆ ಹಲವರ ಸಲಹೆ, ಸೂಚನೆ, 
ಸಹಕಾರಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲಾಗಿದೆ. 


ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ, ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ, ಜೀವಶಾಸ್ತ್ರ, ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರಗಳ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 
ಮೊದಲಿಗೆ ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಲಾಗಿದೆ. ಪ್ರತಿ ವಿಭಾಗಕ್ಕೆ ವಿಶೇಷ ತಜ್ಞರನ್ನು ಮುಖ್ಯ 
ಸಂಪಾದಕರೆಂದು ನೇಮಿಸಲಾಯಿತು. ಇವರು: ಅರ್ಹರಾದ ಅಧ್ಯಾಪಕರನ್ನು ಆಯ್ದು 
ಸಂಪಾದಕ ಮಂಡಳಿಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿದರು. ವಿವಿಧ ಅಧ್ಯಾಯಗಳನ್ನು ನುರಿತ ಅಧ್ಯಾಪಕರ 
ನೆರವಿನಿಂದ ಬರೆದು ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಿದರು. ಹೀಗೆ. ಸಿದ್ಧಗೊಂಡ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಗಳ ಭಾಷಾ 
ಪರಿಶೀಲನೆಯನ್ನು ತಜ್ಞರಿಂದ ನಡೆಸಲಾಯಿತು. ಕೊನೆಯದಾದರೂ, ಬಹುಮುಖ್ಯ 
ಹಂತವೊಂದನ್ನು ಹಮ್ಮಿಕೊಳ್ಳಲಾಯಿತು. ಅದೆಂದರೆ, ಹೈಸ್ಕೂಲುಗಳಲ್ಲಿ ಪೂರ್ಣರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಅಧಿಕೃತವಾಗಿ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದಲ್ಲಿ ವಿಜ್ಞಾನವನ್ನು ಬೋಧಿಸುತ್ತಿದ್ದು, ಅದೇ ಶಾಲೆಗೆ 
ಸೇರಿದ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮೀಡಿಯಂ ಪದವಿಪೂರ್ವ ತರಗತಿಗಳ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ. ಹೆಚ್ಚಿನ 
ನೆರವಿನ ಕಾರಣವಾಗಿ, ಕನ್ನಡವನ್ನು ವಿಜ್ಞಾನ ಬೋಧನೆಯ ಮಾಧ್ಯಮವಾಗಿ 
ಬಳಸುತ್ತಿರುವ ಅಧ್ಯಾಪಕರನ್ನು ಗುರುತಿಸಿ. ಸಿದ್ದಗೊಂಡ ನಮ್ಮ ಕನ್ನಡ. ವಿಜ್ಞಾನ 
ಪುಠ್ಕಪುಸ್ತಕಗಳ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಲು ಕೋರಲಾಯಿತು. ಅವರು ಸೂಚಿಸಿದ 
ಹಲವು ಸಲಹೆ ಸೂಚನೆಗಳನ್ನು ಅಳವಡಿಸಿ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಯನ್ನು ತಿದ್ದಿ, ಅಂತಿಮವಾಗಿ 
ಮುದ್ರಣಕ್ಕೆಂದು ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಲಾಯಿತು. 


ಯೋಜನೆಯ ಆರಂಭದಿಂದಲೂ ಈ. ವಿಜ್ಞಾನ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ 
ಸಮರ್ಥವಾಗಿ ಸಿದ್ದಪಡಿಸಲು ಎಚ್ಚರವನ್ನೂ ಶ್ರಮವನ್ನೂ ವಹಿಸಲಾಗಿದೆ... ಇಂತಹ 
ಒಂದು ಅರ್ಥಪೂರ್ಣ ಯೋಜನೆಯ ರೂವಾರಿ ಹಾಗೂ ಮಾರ್ಗದರ್ಶಕರಾದ ನಮ್ಮ 
ಮಾನ್ಮ ಕುಲಪತಿ ಡಾ. ಚಂದ್ರಶೇಖರ ಕಂಬಾರರು ಯೋಜನೆಯು ಸುಲಲಿತವಾಗಿ 
ನಡೆಯಲು ಕಾರಣರಾಗಿದ್ದಾರೆ. ಅವರ ನಿರಂತರ -ಒತ್ತಾಸೆಯಿಂದಲೇ ಈ ಯೋಜನೆ 
ಮುಂದುವರೆದು, ಇದೀಗ ಒಂದು ಮುಖ್ಯ ಹಂತವನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿದೆ. 


ಇಂತಹ ಬೃಹತ್‌. ಯೋಜನೆಯೊಂದರಲ್ಲಿ ನೆರವಿಗೆ ನಿಂತಿರುವ ವಿದ್ವಾಂಸರ ಪಟ್ಟಿ 
ದೊಡ್ಡದು. ಪ್ರತಿ ವಿಭಾಗದ ಮುಖ್ಯ ಸಂಪಾದಕರು, ಸಂಪಾದಕ ಮಂಡಳಿಗಳ ಸದಸ್ಕರು, 
ಲೇಖಕರು, ಭಾಷಾಪರಿಶೀಲಕರು ಹಾಗೂ 'ವಿಷಯ ಪರಿಶೀಲಕರನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ 
ನೆನೆಯುತ್ತೇನೆ. ನಮ್ಮ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಪ್ರಸಾರಾಂಗದ ನಿರ್ದೇಶಕರನ್ನು, ನನ್ನ ಎಲ್ಲ 
ಸಹೋದ್ಯೋಗಿಗಳನ್ನು, ಅವರಿಂದ ಪಡೆದ ವಿವಿಧ ಬಗೆಯ ನೆರವಿಗಾಗಿ ವಂದಿಸುತ್ತೇನೆ. 


ಕೊನೆಯದಾಗಿ, ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದಲ್ಲಿ ವಿಜ್ಞಾನ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಕಲಿಯುವುದು 
ಹಾಗೂ ಬೋಧಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವೇ ಎಂಬ ಸಂದೇಹವನ್ನು ನಿವಾರಿಸಿ, ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಲ್ಲಿ 
ಹಾಗೂ ಅಧ್ಯಾಪಕರಲ್ಲಿ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದ ಬಗ್ಗೆ ವಿಶ್ನಾ ಔಸವನ್ನು ಮೂಡಿಸುವಲ್ಲಿ ಕನ್ನಡ 
ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಈ ಮಹತ್ವಾಕಾಂಕ್ಷೆಯ ಯೋಜನೆ ಸಫಲವಾದರೆ ನಮ್ಮ ಶ್ರಮ 
ಸಾರ್ಥಕ. 


ಡಾ. ಎಚ್‌. ಎಸ್‌. ಶ್ರೀಮತಿ 


ಮುಖ್ಯ ಸಂಪಾದಕರ ಮಾತು 


ಶೈಕ್ಷಣಿಕ ವರ್ಷ ೧೯೯೫-೯ ೬ರಿಂದ ಪದವಿಪೂರ್ವ ತರಗತಿಗಳಿಗೆ ಹೊಸ ಪಠ್ಯಕ್ರಮವು 


ಜಾರಿಗೆ ಬಂದಿದೆಯಷ್ಟೆ. ಎಮು ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ ಹೊಸ ಪಠ್ಯಕ್ರಮಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 
ಪದವಿಪೂರ್ವ ಎರಡನೇ ತರಗತಿಗಾಗಿ ತಯಾರಿಸಿದ ಈ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕವನ್ನು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಹಾಗೂ 
ಶಿಕ್ಷಕರು ಸ್ವಾಗತಿಸುತ್ತಾರೆ ಎಂದು ಆಶಿಸುತ್ತೇನೆ. 


ಆಡುಭಾಷೆಯಾದ ಕನ್ನಡದ ಮೂಲಕ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಇನ್ನೂ ಚೆನ್ನಾಗಿ ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ 


ಬಹುದು ಎಂಬ ದೃಢ ವಿಶ್ವಾಸದಿಂದ ಗಣಿತದ ತತ್ವಗಳನ್ನು, ಪ್ರಮೇಯಗಳ ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು, 
ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಹಾಗೂ ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಆದಷ್ಟು ಸರಳವಾಗಿ ಕನ್ನಡ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ 
ವಿವರಿಸಲಾಗಿದೆ. ಅಂತೆಯೇ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ ಹಾಗೂ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಕಾಪಾಡಿಕೊಂಡು ಬರಬೇಕಾದ 
ಭಾಷಾಗಾಂಭೀರ್ಯಕ್ಕೆ ಮತ್ತು ನಿಖರತೆಗೆ ವಿಶೇಷ ಗಮನವನ್ನು ನೀಡಲಾಗಿದೆ. 


ಹೊಸ ಪಠಕ್ರಮದ ಮುಖ್ಯವಾದ ವಿಶೇಷಗಳು: 


ಹಿಂದಿನ ಪಠ್ಯಕ್ರಮದಲ್ಲಿದ್ದ ಕೆಲವು ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಈಗ ಪದವಿಪೂರ್ವ ಮೊದಲನೇ 
ವರ್ಷದ ಪಠ್ಯಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಸೇರ್ಪಡಿಸಿರುವುದರಿಂದ ಅವುಗಳನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಕ್ಫೈ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ. 


ಹೊಸ ವಿಷಯಗಳಾದ (ಅ) ಗಣಿತ ತರ್ಕ, (ಆ) ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ವೃತ್ತಗಳ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ, ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು ಮತ್ತು ಸಹವರ್ತಿ ವ್ಯವಸ್ಥೆ, (ಇ) 
ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಅವಕಲನಗಳ ವಿಸ್ತಾರವಾದ ವಿಶ್ಲೇಷಣೆ ಹಾಗೂ 
(ಈ) ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು - ಇವುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರಸ್ತುತ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕದ ವಿಶೇಷವಾದ ಅಂಶಗಳು : 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲೂ ನಿರೂಪಿಸಲಾದ ಗಣಿತ ತತ್ವಗಳನ್ನು, ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು 


ಜ್ನ? 


ಮತ್ತು ವ್ಯಾಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಹೆಚ್ಚು ಸಂಖ್ಯೆಯ ವೈವಿಧ್ಯಮಯವಾದ ಉದಾಹರಣೆಗಳ ಮೂಲಕ 
ವಿವರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಧ್ಯಾಯದ - ಹಲವೊಮ್ಮೆ ಉಪ ಅಧ್ಯಾಯಗಳ - ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಬಹಳಷ್ಟು 
ಲೆಕ್ಕಗಳ ಅಭ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಎಲ್ಲಾ ಅಭ್ಯಾಸಗಳ ಲೆಕ್ಕಗಳಿಗೂ ಉತ್ತರಗಳನ್ನು 
ಪುಸ್ತಕದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಸೇರಿಸಲಾಗಿದೆ. 

ಪುಸ್ತಕದ ಆದಿಯಲ್ಲಿ ಪದವಿಪೂರ್ವ ಶಿಕ್ಷಣ ಮಂಡಲಿಯ ಅಧಿಕೃತ ಪಠ್ಯಕ್ರಮವನ್ನು ಹಾಗೂ 
ಪುಸ್ತಕದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಅಧಿಕೃತ ಮಾದರಿ ಪ್ರಶ್ನೆ ಪತ್ರಿಕೆಯನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


. ಈ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಬಳಸಲಾದ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ದಗಳನ್ನು ಕನ್ನಡ-ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಹಾಗೂ 


ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌-ಕನ್ನಡ ಶಬ್ದಗಳ ಪಟ್ಟಿಗಳ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಕೊನೆಯ ಪುಟದಲ್ಲಿ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಹಾಗೂ ಅಧ್ಯಾಪಕರ ಇನ್ನೂ ಆಳವಾದ ಅಧ್ಯಯನಕ್ಕಾಗಿ ಗ್ರಂಥ ಯಣವನ್ನು 
ಸೇರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


೫. ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಆಸಕ್ತಿಯನ್ನು ಕೆರಳಿಸುವಂತಹ ಭಾರತೀಯ ಹಾಗೂ ಪಾಶ್ಚಿಮಾತ್ಯ ಗಣಿತಜ್ಞರ 
ಹೇಳಿಕೆಗಳನ್ನು ಸಂದರ್ಭೋಚಿತವಾಗಿ ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಸೇರ್ಪಡಿಸಲಾಗಿದೆ. ವಿಶೇಷವಾಗಿ 
ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತಜ್ಞರ ಕೊಡುಗೆಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಹೆಚ್ಚಿನ ವಿವರಗಳಿಗಾಗಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಮತ್ತು 
ಅಧ್ಯಾಪಕರು ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದಿಂದ ಪ್ರಕಟಿತವಾದ “ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರ” 
ಎಂಬ ಪುಸ್ತಕವನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸಬಹುದು. 


೬. ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಬಹಳ ಸಹಾಯವಾಗುವಂತೆ ಒಂದು ಅಂಕದ - ಸಣ್ಣ 
ಉತ್ತರಗಳನ್ನು ನೀಡಬೇಕಾಗಿರುವ ಬಹಳಷ್ಟು ಸಮಸ್ಯೆಗಳ ಪ್ರಶ್ನಾವಳಿ ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ 
ಉತ್ತರಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


ಕೃತಜ್ಞತೆ : ಈ ಪುಸ್ತಕದ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಭಾಗಗಳ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಯನ್ನು ಬಹಳ ಶ್ರದ್ಧೆ ಮತ್ತು 
ಆಸಕ್ತಿಗಳಿಂದ ಬರೆದುಕೊಟ್ಟ ನನ್ನ ಸಹಲೇಖಕ ಮಿತ್ರರನ್ನು ಹಾಗೂ ಸೂಕ್ತ ತಿದ್ದುಪಡಿಗಳನ್ನು 
ಮತ್ತು ಸಲಹೆಗಳನ್ನು ನೀಡಿ ಸಹಕರಿಸಿದ ಸಂಪಾದಕ ಮಂಡಲಿಯ ಪ್ರಾಧ್ಯಾಪಕರನ್ನು 
ಕೃತಜ್ಞತಾಪೂರ್ವಕವಾಗಿ ಸದಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತೇನೆ. 


ಈ ಯೋಜನೆಯಲ್ಲಿ ಪಾಲ್ಗೊಳ್ಳಲು ಅವಕಾಶ ಕಲ್ಪಿಸಿಕೊಟ್ಟ, ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ 
ಕುಲಪತಿಗಳಾದ ಡಾ. ಚಂದ್ರಶೇಖರ ಕಂಬಾರರಿಗೂ, ಸಂಕಲನ ವಿಭಾಗದ ಮುಖ್ಯಸ್ಥರಾದ 
ಡಾ. ಎಚ್‌.ಎಸ್‌. ಶ್ರೀಮತಿಯವರಿಗೂ ಹಾಗೂ ಪ್ರಸಾರಾಂಗದ ಹಿಂದಿನ ನಿರ್ದೇಶಕರಾಗಿದ್ದ 
ಡಾ. ಕರೀಗೌಡ ಬೀಚನಹಳ್ಳಿಯವರಿಗೆ ಮತ್ತು ಈಗಿನ ನಿರ್ದೇಶಕರಾಗಿರುವ ಡಾ. ಎ.ವಿ. ನಾವಡ 
ಅವರಿಗೂ ಲೇಖಕರ ಹಾಗೂ ಸಂಪಾದಕ ಮಂಡಲಿಯ ಪರವಾಗಿ ಹೃತ್ಪೂರ್ವಕವಾದ ವಂದನೆಗಳು. 


ಡಾ. ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರ ರಾವ್‌ 
ಮುಖ್ಯ ಸಂಪಾದಕರು 


ಪರಿವಿಡಿ 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 
ಗಣಸಿದ್ಧಾಂತ 1 


ಅಧ್ಯಾಯ 2 
ಗಣಿತ ತರ್ಕ 6 


ಅಧ್ಯಾಯ 3 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 21 


ಅಧ್ಯಾಯ 4 
ಸದಿಶಗಳು 46 


ಅಧ್ಯಾಯ 5 
ಸಂಕುಲಗಳು 101 


ಅಧ್ಯಾಯ 6 
ವೃತ್ತಗಳು 146 


ಅಧ್ಯಾಯ 7 
ಶಂಕುಜಗಳು 175 


ಅಧ್ಯಾಯ 8 
ಪ್ರತಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 209 


ಅಧ್ಯಾಯ 9 
ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು 


ಅಧ್ಯಾಯ 10 
ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯಸಂಖ್ಯೆಗಳು 24ರ 


231 


282 
509 


392 
480 


ಸಮೀಕರಣಗಳು 
526 


440 
587 


ಉತ್ತರಗಳು 


616 


ಬ. 
ಸ 


ಳಿಯ ಉತ್ತರಗಳ 


ತಾ 
ಶ್ನಾವ 


73) 


640 


643 


634 


ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಕನ್ನಡ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಪದಕೋಶ 
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“ಭಾಸ್ಕರನ ಚಕ್ರವಾಳವಿಧಾನವು ಎಲ್ಲಾ ಶ್ಲಾ ಘುನೆಗೂ ಮೀರಿದೆ. ಸಂಖ್ಯಾ 
ಸಿದ್ದಾಂತದಲ್ಲಿ ಲಾಗ್ರಾಂಜ್‌ನಿಗಿಂತ ಮೊದಲು ಗಳಿಸಿದ ಸಾಧನೆಗಳ ಪೈಕಿ 
ಅತ್ಯಂತ ಶ್ರೇಷ್ಠವಾದುದು." 

- ಜರ್ಮನಿಯ ಖ್ಯಾತ ಗಣಿತಜ್ಞ ಹ್ಯಾಂಕೆಲ್‌ 


"ಪ್ರಚಂಡನಾದ ಸೂರ್ಯನು ತನ್ನ ಪ್ರಜ್ವಲಿಸುವಬೆಳಕೆನಿಂದನಕ್ಷ ತ್ರಗಳನ್ನು 
ಮರೆಮಾಚುವಂತೆ ಒಬ್ಬ ಮಹಾಜ್ಞಾನಿಯು ಬೀಜಗಣಿತದ ಸಮಸ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಮಂಡಿಸುವುದರಿಂದ - ಅದಕ್ಕೆಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಅವುಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು 
ಕೊಡುವುದರಿಂದ - ಸಭೆಗಳಲ್ಲಿ ಇತರರ ಖ್ಯಾತಿಯನ್ನು 
ಕಾಂತಿಹೀನಗೊಳಿಸುತ್ತಾನೆ." 


ಅಧ್ಯಾಯ - 1 
ಗಣಸಿದ್ದಾಂತ 


1.1 ಗಣಗಳು, ಸಂಬಂಧಗಳು ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನಗಳು - ಪುನರ್ನಿರೂಪಣೆ 


ಸಾಮಾನ್ಮ ಅರ್ಥದಲ್ಲಿ ವಸ್ತುಗಳ ಸಮುದಾಯವನ್ನು ಒಂದು 'ಗಣ'ವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ... ಈ ಪದದ ಬದಲಾಗಿ ಸಮೂಹ, ಶೇಖರಣೆ ಎಂಬ ಪದಗಳನ್ನೂ 
ಬಳಸುವುದುಂಟು. ಒಂದು ಗಣದಲ್ಲಿರುವ ಗಣಾಂಶಗಳೆಲ್ಲವೂ ಆ ಗಣಕ್ಕೆ ಸೇರಿರಲು 
`ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ. ಗಿ! ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಮೂಹವನ್ನು 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ ಅದನ್ನು 


N= 11,2,3,......} ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಈ ಗಣದ ಗಣಾಂಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಅನಂತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಗಣವನ್ನು 
"ಅನಂತಗಣ"ವಿಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ : 


ಹತ್ತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮಿ ಇರುವ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವನ್ನು A ಎಂದು ಸೂಚಿಸೋಣ. 
ಅದನ್ನು ನಾವು 


6 ಎ | x|x<10 } ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಈ ಗಣದ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಎಣಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಿರುವುದರಿಂದ ಇದನ್ನು ನಾವು 
ಪರಿಮಿತ (ಪರ್ಯಾಪ್ತ). ಗಣವಿಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


A ಎಂಬ ಗಣದಲ್ಲಿ x ಎಂಬುದು ಒಂದು ಗಣಾಂಶವಾಗಿದ್ದರೆ, 


೫೮ A ಎಂಬುದಾಗಿಯೂ, x ಎಂಬುದು A ಗಣದ ಗಣಾಂಶವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ 
೫೯ A ಎಂಬುದಾಗಿಯೂ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಶೂನ್ಯಗಣ: ಒಂದು ಗಣದಲ್ಲಿ ಗಣಾಂಶಗಳೇ ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ಗಣವನ್ನು 
'ಶೂನ್ಯಗಣ' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. : ಶೂನ್ಮಗಣವನ್ನು 0 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: 


(1). 23ಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 29ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿಯೂ ಇರುವ ಅಭಾಜ್ಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 


(1) ಭಾರತದೇಶದ ಈವರೆಗಿನ. ಮಹಿಳಾ. ರಾಷ್ಟ್ರಾಧ್ಯಕ್ಷರ ಗಣ 


ಉಪಗಣ : ಸಿಮತ್ತು 8 ಎಂಬ ಎರಡು ಗಣಗಳಲ್ಲಿ, A ಗಣದ ಎಲ್ಲಾ ಗಣಾಂಶಗಳೂ 
8 ಗಣದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, A ಗಣವನ್ನು 8 ಗಣದ ಉಪಗಣವೆನ್ನುತ್ತೇವಿ. ಇದನ್ನು 4 ೧ 8 
ಅಥವಾ 8 ಎ A ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿ, ಡಿಯು ಯಲ್ಲಿ ಅಡಕವಾಗಿದೆ' ಆಥವಾ 'Bಯು 
ಓಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ'ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. | 


ಪ್ರತಿಗಣವೂ ತನ್ನದೇ ಉಪಗಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ A ಎಂಬುದು ಯಾವುದೇ 
ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ A ೮ ಸ. ಹಾಗೆಯೇ, ಶೂನ್ಮಗಣವು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣದ 
ಉಪಗಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. | 

ಅಂದರೆ, ಊಟ. 

ಉದಾಹರಣೆ : ಗಿ/ ಎ (1, 2, 3, ...) ಎಂಬುದು. ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದು, 

೦೬ (1, 3, 5...) ಎಂಬುದು ಬೆಸ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ, Oc N 
ಎಂಬುದು ಸುಸ್ಪಷ್ಟ. 


ಸಮಗಣಗಳು :  ಓ ಮತ್ತು ಔ ಎಂಬ ಎರಡು ಗಣಗಳಲ್ಲಿ A ಯ ಎಲ್ಲಾ ಗಣಾಂಶಗಳೂ 
8 ಯಲ್ಲಿದ್ದು, 8 ಯ ಎಲ್ಲಾ ಗಣಾಂಶಗಳೂ A ಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಸ ಮತ್ತು 8 ಗಣಗಳನ್ನು 
ಸಮಗಣಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು A= ಔ ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಂದರೆ, 
& ೮ ಔ ಮತ್ತು 8 ೮ 4 ಆಗಿದ್ದರೆ, 4 ಎ ಔ ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಈ ಹಿಂದೆಯೇ ಹೇಳಿದಂತೆ, ಯಾವುದೇ ಗಣವು ಅದರದೇ ಉಪಗಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ವಿಶ್ವಗಣ : ಒಂದು ಪ್ರಕರಣದಲ್ಲಿ ಬಳಸುವೆ ಎಲ್ಲಾ ಗಣಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ 
ಗಣವನ್ನು ವಿಶ್ವಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅದನ್ನು ಟಿ ಎಂಬುದಾಗಿ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಗಣ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು: 


() ಸಂಯೋಗ: ಎರಡು ಅಥವಾ ಹೆಚ್ಚು ಗಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು 
ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ಪಡೆದ ಗಣವನ್ನು ದತ್ತಗಣಗಳ ಸಂಯೋಗ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
A ಮಿತ್ತು ಈ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಗಣಗಳಾದರೆ ಅವುಗಳ ಸಂಯೋಗವನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 


AUB ಎ!) («೮64 ೦01 «೬೮801 « ಆ ಓ480೧68] 


ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(1) ಛೇದನ: ಎರಡೂ ಗಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಸಾಮಾನ್ಮ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ 
ಗಣವನ್ನು ಅವುಗಳ ಛೇದನವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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A ಮತ್ತು 8 ಗಣಗಳ ಛೇದನವನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
AnB={xlxeAandxeB} 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಅಂತರ: ಸಿ ಮತ್ತು B ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಗಣಗಳಾಗಿರಲಿ. A ಗಣದಲ್ಲಿದ್ದು, 8 
ಗಣದಲ್ಲಿಲ್ಲದಿರುವ ಅಂಶಗಳನ್ನುಳ್ಳ ಗಣವನ್ನು ದತ್ತಗಣಗಳ ಅಂತರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತ *ನೆ 
ಅಂದರೆ 


A-B={xeAlxeB 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಪೂರಕ: U ಒಂದು ವಿಶ್ವಗಣವಾಗಿದ್ದು, A ಯಾವುದೇ ಗಣವಾದಾಗ U-ಗಸ ಅನ್ನು ಸಿಯ 
ಪೂರಕವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅದನ್ನು 4 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೆವೆ. 


ಅಂದರೆ A =U-A= (೬೮ ಟಿ] «೪ A} 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಕ್ರಮಯುಗ್ಮ ಮತ್ತು ಕಾರ್ಟೀಶಿಯನ್‌ ಗುಣಲಬ್ಧ: (8,0) ಎಂಬ ಜೋಡಣೆಯಲ್ಲಿ ೩ 

ಮೊದಲನೇ ಅಂಶ, b ಎರಡನೆಯ ಅಂಶ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. (8,0) ಮತ್ತು 

(0,0 ಎಂಬ ಎರಡು ಕ್ರಮಯುಗ್ಮಗಳು ಸಮಾನವಾಗಿರಲು, 8 ಇ ೦0 ಮತ್ತು b= 

ಆಗಿರಬೇಕು. . ಸಿ ಮತ್ತು 8 ಎಂಬುವು ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಗಣಗಳ 

ಕಾರ್ಟೀಶಿಯನ್‌ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು A * 8 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ 
AXB= ((8 ಗಿ)! 8೮ & bebB) 


ಉದಾಹರಣೆ: A ಎ (1, 2] ಮತ್ತು 82 (4, 5,6) ಆದಾಗ, 
AxXB={(14), (1,5), (1,6), (2,4), (2,5), (2,6) } 


1.2 ಸಂಬಂಧಗಳು 


A ಒಂದು ಗಣವಾದರೆ, Ax 4 ನ ಒಂದು ಉಪಗಣ ಈ ಅನ್ನು A ಮೇಲಣ 
ಒಂದು 'ಸಂಬಂಧ'ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(a,b) ಕ್ರಮಯುಗ್ಮವು 0 ನ ಅಂಶವಾದರೆ, 8 ಔ ರಿ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ 
ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ೩ ಎಂಬುದು ರಿ ಯೊಡನೆ ಗ ಸಂಬಂಧ ಪಡೆದಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


ಸಮಾನತೆ ಸಂಬಂಧ: ಸA ಒಂದು ಗಣವಾಗಿದ್ದು ಗ ಅದರ ಮೇಲಿನ ಸಮಾನತೆ ಸಂಬಂಧ 
ಎನಿಸಲು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರಬೇಕು : 


3 


(1) ಪ್ರತಿಫಲನ : ಪ್ರತಿಫಲನ ಸಂಬಂಧವೆಂದರೆ, 4 ನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂಶ 8 ಗೂ, 
8 0 8 ಆಗಿರಬೇಕು. 


(2) ಸಮಾಂಗತೆ :ಸಮಾಂಗತೆ ಸಂಬಂಧವೆಂದರೆ, 4 ನ ಪ್ರತಿ ೩ ಠಿ ಅಂಶಗಳಿಗೆ 8/0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, 0 0 8 ಯೂ ಆಗಿರಬೇಕು. 

(3) ವಾಹಕ: ವಾಹಕ ಸಂಬಂಧವಿಂದರೆ, ಸಿನ ಪ್ರತಿ ೩ ರಿ ಮತ್ತು ೦ ಅಂಶಗಳಿಗೆ 
8 0 0 ಮತ್ತು ಗಿ 00 ಆಗಿದ್ದರೆ 8 ಗ 0 ಆಗಿರಬೇಕು. 


1.3 ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 
A ಎಂಬ ಗಣದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶ x ಗೂ B ಗಣದಲ್ಲಿ ಸಂಬಂಧಿತವಾದ 
ಏಕೈಕ ಗಣಾಂಶ y ಎಂಬುದಿದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸುವ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದ ನಿಯಮವನ್ನು ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವಿ. ಅಂತಹ 
ಒಂದು ನಿಯಮವನ್ನು(ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು) / ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿದರೆ, y ಗಣಾಂಶವೆನ್ನು x 
ಗಣಾಂಶದ 'ಛಾಯೆ' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 
೫ 5! (%) 
ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 1.1) 


ಚಿತ್ರ 1.1 


ಸೂಚನೆ: ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು x ಮತ್ತು y ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಂಬಂಧಿಸುವಂತೆ ಒಂದು 
ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಕ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


/ ಎರ 5, 


ಉತ್ಸನ್ನದ ವ್ಯ್ಮಾಖ್ಮೆಯನ್ನು ಸಂಬಂಧಗಳ ಮೂಲಕ ಈ ಕೆಳಕಂಡತೆಯೂ 
ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳು (ಸಂಬಂಧಗಳ ಮೂಲಕ): ಸ ಮತ್ತು 8 ಯಾವುದೇ ಎರಡು 
ಗಣಗಳಾದಾಗ A ಗಣದಿಂದ 8 ಗಣಕ್ಕೆ ಉತ್ಪನ್ನ / ಎಂಬುದು Ax 8 ಎಂಬ ಗಣದ 
ಉಪಗಣ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿ 8 € 4 ಗೂ ಏಕೈಕ 0 ಆ ಔ ಇದ್ದು (೩ರ) € 1 ಆಗಿರಬೇಕು. 


ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ, 1; 4 ೨ ಔB ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಇಲ್ಲಿ 4 ಅನ್ನು 1 ನ ಕ್ಷೇತ್ರವೆಂದು, 8 ಅನ್ನು ಅದರ ಸಹಕ್ಷೇತ್ರ ಎಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಒಳಗಣ ಮತ್ತು ಮೇಳಣ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು: 


A ಗಣದಿಂದ ಔ ಗಣಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನದ ವಾಖ್ಕೆಯನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. A ಗಣದ 
ಯಾವುದೇ ಅಂಶ 8 ಗೆ ಛಾಯೆಯಾಗಿ 8 ನಲ್ಲಿ b ಅಂಶವಿದ್ದರೆ, !(8,0)) ಗಣವೇ 
ಉತ್ಪನ್ನ 1 ಆದರೆ, 8 ಗಣದ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂ 4 ನ ಯಾವುದೇ ಅಂಶದ ಛಾಯೆಯಾಗಿ 
ಇರಬಹುದು, ಇಲ್ಲದಿರಬಹುದು. 8 ಗಣದ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂ A ಯ ಯಾವುದಾದರೊಂದು 
ಅಂಶದ ಛಾಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಚಿತ್ರಣವು A ಯನ್ನು B ಯ "ಮೇಲಕ್ಕೆ" ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆ 
ಎಂದೂ ಹೀಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ A ಅನ್ನು 8 ಯ "ಒಳಕ್ಕೆ" ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದೂ ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
ಇದರಲ್ಲಿ B ಗಣದ ಅಂಶವು 4 ಗಣದ ಎರಡು, ಮೂರು ಅಂಶಗಳ ಛಾಯೆಯಾಗಿರಬಹುದು 
ಅಥವಾ ಒಂದೇ ಅಂಶದ ಛಾಯೆ ಆಗಿರಲೂಬಹುದು. 


8 ಗಣದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂಶವೂ A ಗಣದ ಒಂದು ಅಂಶದ ಮತ್ತು ಒಂದೇ 
ಒಂದು ಅಂಶದ ಛಾಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, A ಗಣಕ್ಕೂ ಮತ್ತು 8 ಗಣಕ್ಕೂ ಎಕ-ಎಕ ಹೊಂದಾಣಿಕೆ 
ಇರುತ್ತದೆ. ಆಗ A, ಈ ಗಳನ್ನು ಸಮಸಂಯೋಗಿಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


f: & -೨ ಔ ಒಂದು ಏಕ-ಏಕ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, /7': 0 ೨ 4 ಅನ್ನು 
f-°1={(yx | (xyef } ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ : /: 0 ೨ 0 ಅನ್ನು ಗೆ0 ಎ 2/7 3 ಎನ್ನುವುದಾದರೆ, /"' ಅನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಈಗ, 1 (0 ೬ y ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 

ಆಗ, / - ೭೬ -- 3 ಎಂದಾಗುವುದು ಮಿತ್ತು 


3+y 3+Yy 
ಅಥವಾ 1 "' 0/ ಎ 


Ne 


ಎಂದಾಗುವುದು. 


3+.x 


ಆದ್ದರಿಂದ 1 `'(೫) ಎ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಗುಣಲಬ್ಧ ಉತ್ಪನ್ನ: 1 ಉತ್ಪನ್ನವು A ಗಣದಿಂದ 8 ಗಣಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಸಲಿ, 9 ಉತ್ಪನ್ನವು 
8 ಯಿಂದ € ಗಣಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸಿ. ಅಗ 1 ಮೆತ್ತು 9 ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು 
909 / ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು A ಗಣದಿಂದ 0 ಗಣಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸುತ್ತದೆ 


ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು x € 4 ಗೂ 
(00ಗಿ (0 = 9 (1 (೫) ) ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಉದಾಹರಣೆ : ಗ ಎಂಬುದು ನೈಜಸಂಖ್ಮಾ ಗಣವಾಗಿದ್ದು, 1! : ಔ ಇ. ಔ ಅನ್ನು 
(00 ಇ 3-1 ಎಂದು ಮತ್ತು 9:8೨ ಔ ಅನ್ನು ಈ0 ಇ 5೫ ಎಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಕಾನಿಸಿದರೆ 9 ೦ ! ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವು (9 ೦1) (0 - 9 (! (೫) ) ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಅಂದರೆ (gof)(x)=9g(3x-—1)=5(3x-—1} 
=45x3°—30x+5 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 1 
ಗೆ 42 ೫.|1ಸತನೃಾಕಟ 630), 82(2, 4) ಮತ್ತು 
೮4, 5] ಆದಾಗ (A-B)X(B- ೮) ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2. ಉತ್ಪನ್ನ 1: ಔ- / ಅನ್ನು /(00 ಎ 24 5 ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಾನಿಸಿದಾಗ, 
! ಏಕ - ಏಕ ಉತ್ಪನ್ನವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


ತಿ. &-ಎ (ರಿ), B={1, 2, 3, 4, 5] ಮತ್ತು ೦ (3, 5,7,9] 
ಆದಾಗ (428)0೧ (420) ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4. 1: ಔ-ಡಗಿ ಅನ್ನು ಗೆ0 ಇ ೆ- 3/೯ 5 ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಾನಿಸಿದರೆ, *' (3) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5.1: 0% ೨ ಓ ಮತ್ತು 9:08 ೧ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು 
ಗೆ) ಎ «21 «* 1 ಮತ್ತು 9೫ - 2x - 1 ಎಂದು ವ್ಮಾಖ್ಯಾನಿಸಿದರೆ 
( 10 9 (0 (1 101 (2) (1) 00 9 (3) ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

6, ಉತ್ಪನ್ನ 1: 0 0 ಅನ್ನು / (0 ಇ 2/3. 1 ಎಂದು ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನ 
9:08-೨ 0 ಅನ್ನು 9(0 =x - 2 ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಾನಿಸಿದರೆ 9೦! ಮತ್ತು 
/ ೦ 9 ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1.4 ಪರಿಮಿತ ಮತ್ತು ಅಪರಿಮಿತ ಗಣಗಳು 


ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣ N= (1, 2, 3, 4, ..., ] ಎಂಬುದು ಗಣಿತದ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಚಿರಪರಿಚಿತ. ಯಾವುದೇ ಗಣ ಓಯು ಗಿ!ಗೆ ಸಮೆಸಂಯೋಗಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ 4 ಅನ್ನು "ಪ್ರಗಣನೀಯ"ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಗಣದಲ್ಲಿ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಸಂಖೈಗಳಷ್ಟು ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಅದನ್ನು 'ಪರಿಮಿತ ಗಣ' ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ಗಣ 4 ಪ್ರಗಣನೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅದನ್ನು ನಾವು ಎಣಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಾದ 
ಗಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಪ್ರಗಣನೀಯವಲ್ಲದ ಗಣವನ್ನು ಅಪರಿಮಿತ ಅಥವಾ ಅನಂತ 
ಮತ್ತು ಎಣಿಸಲು ಅಸಾಧ್ಯವಾದ ಗಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ : ಗಿ/- (1,2,3......) ಮತ್ತು 
5-2 (2,4,6, ...) ಆಗಿದ್ದು 
ಉತ್ಪನ್ನ 1: ಗ/-೨ ೮ನ್ನು ಪ್ರತಿ ೧೮ಗಿ/ಗೂ (ಗ) - 27 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 
N ಗಣವು £ ಗಣಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಯೋಗಿ ಆಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
£ ಗಣವನ್ನು ಪ್ರಗಣನೀಯ ಗಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಸೂಚನೆ: ಎಣಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಾದ ಗಣದ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಒಂದು ಶ್ರೇಣಿಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ಮೂಲಕ ದತ್ತಗಣವು ಎಣಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವೋ ಅಥವಾ ಎಣಿಸಲು 
ಅಸಾಧ್ಯವೋ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಬಹುದು. 


“ಅನಂತ ! ಬೇರೆ ಯಾವ ಪ್ರಶ್ನೆಯೂ ಮಾನವನ ಅಂತರಂಗವನ್ನು ಇಷ್ಟೊಂದು ಗಾಢವಾಗಿ ತಟ್ಟಿಲ್ಲ." 
; - ಡೇವಿಡ್‌ ಹಿಲ್ಬರ್ಟ್‌ 


“ಗಣಿತವು ಅನಂತದ ವಿಜ್ಞಾನ !" - ಹರ್ಮನ್‌ವೈಲ್‌ 


ಅಧ್ಯಾಯ - 2 
ಗಣಿತ ತರ್ಕ 


2.1 ಪೀಠಿಕೆ 


ಗಣಿತ ತರ್ಕದ ಬಗ್ಗೆ ಮೊದಲು ಚಿಂತನೆ ಮಾಡಿದವರು ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರಜ್ಞ ಲೈಬ್ನಿಜ್‌ 
(1646-1716). ನಂತರದ ದಿನಗಳಲ್ಲಿ ಜಾರ್ಜ್‌ :ಬೂಲ್‌, ಡಿಮಾರ್ಗನ್‌, ಸಿ. ಎಸ್‌. 
ಪೀಯರ್ಸ್‌, ಜಿ. ಫ್ರೆಜ್‌ ಮತ್ತು ಜಿ. ಪಿಯಾನೊ ಇವರುಗಳು ಗಣಿತತರ್ಕದ ಬಗ್ಗೆ ಇನ್ನಷ್ಟು 
ಆಳವಾದ ತಿಳುವಳಿಕೆಯನಿತ್ತರು. ಆನಂತರ, ವೈಟ್‌ಹೆಡ್‌ ಮತ್ತು ರರುಲ್‌ ಅವರುಗಳ 
ಪ್ರಸಿದ್ದವಾದ ಪುಸ್ತಕ ಹಾಗೂ ಡೆವಿಡ್‌ ಹಿಲ್‌ಬರ್ಟ್‌ ಮತ್ತು ಪಾಲ್‌ಬರ್ನೆಸ್‌ ಅವರುಗಳ 
ವ್ಯಾಪಕವಾದ ಚಿಂತನೆಯಿಂದ ಈ ಗಣಿತ ತರ್ಕ ಒಂದು ಸ್ಪಷ್ಟ ಬೆಳವಣಿಗೆಯನ್ನು ಪಡೆಯಿತು. 


2.2 ಉಕ್ತಿಗಳು 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ದತ್ತ ಸನ್ನಿವೇಶದಲ್ಲಿ 'ನಿಜ' ಅಥವಾ 'ಸುಳ್ಳು' ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದಾದ 
ಹೇಳಿಕೆಯನ್ನು ಉಕ್ತಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇಮೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು: 
(1) ತ್ರಿಕೋನದ ಕೋನಗಳ ಒಟ್ಟು ಮೊತ್ತ 180° 
(2) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ನೈಜ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಕೆಯಂತೆ ಬರೆಯಬಹುದು 
(3) ಎಲ್ಲ ಹುಡುಗಿಯರೂ ಸುಂದರವಾಗಿರುತ್ತಾರೆ. 


ಈ ಮೇಲಿನ (1), (2) ವಾಕ್ಕಗಳನ್ನು ನಿಜವೆಂದೂ (3) ನೇ ಮಕ್ಕವನ್ನು ಸುಳ್ಳೆಂದು 
ಹೇಳಬಹುದಾದ್ದರಿಂದ, ಇವುಗಳನ್ನು ನಾವು ಉಕ್ತಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


2.3 ಉಕ್ತಿಯ ನಿಜಮೌಲ್ಯ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಉಕ್ತಿಯ ನಿಜತ್ವ ಅಥವಾ ಸುಳ್ಳುತನವನ್ನು ಅದರ ನಿಜಮೌಲ್ಯವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ನಿಜತ್ವವನ್ನು 7 ಎಂದೂ ಸುಳ್ಳುತನವನ್ನು ೯ ಎಂದೂ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
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2.4 ಸಂಯೋಜಕಗಳು 


ತಾರ್ಕಿಕವಾದ ಒಂದು ವಾದದಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ನಾವು ಕಾಣುತ್ತೇವೆ. ದತ್ತ 
ಉಕ್ತಿಗಳಿಂದ ಹೊಸ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನೂ .ಪಡೆಯಬಹುದು. ಈ ರೀತಿ ಹೊಸ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು 
ಪಡೆಯುವಾಗ ನಾವುಗಳು "ಅಲ್ಲ" ಅಥವಾ "ಹೌದು" ಎಂಬ ಪದಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಎರಡು ಅಥವಾ. ಹೆಚ್ಚಿನ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ರಚಿಸುವಾಗ "ಮತ್ತು", "ಅಥವಾ", 
*ಆಗಿದ್ದರೆ,....ಆಗ", "ಆದರೆ, ಆದರೆ ಮಾತ್ರ" ಎಂಬ ಪದಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ 
ರೀತಿ ಉಕ್ತಿಗಳ ರಚನೆಯಲ್ಲಿ ಬಳಸುವ ಪದಗಳ ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ಸಂಯೋಜಕ ಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಹೊಸ ಉಕ್ತಿಯ ಜೋಡಣೆಯ ರಚನೆಯಲ್ಲಿ "ಅಲ್ಲ" ಅಥವಾ "ಹೌದು" ಎಂಬ 
ಪದ ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ಏಕಸಂಯೋಜಕವೆಂದೂ ಮತ್ತು ಉಳಿದ ಸಂಯೋಜಕಗಳನ್ನು 
ದ್ವಿಸಂಯೋಜಕಗಳೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಅಥವಾ ಹಚ್ಚು ಸಂಯೋಜಕಗಳಿಂದ 
ಕೂಡಿಸುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು .ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಸೇರಿರುವ ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ಅದರ ಬಿಡಿ 
ಉಕ್ತಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಂಯುಕ್ರ್ತೋಕ್ತಿಗಳಿಲ್ಲದಿರುವ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು 
ಸರಳೋಕ್ತಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


2.5 ಸಮುಚ್ಚಯ 


"ಮತ್ತು. ಎಂಬ ಪದದಿಂದ ಸಂಯೋಜಿತವಾಗಿರುವ ಎರಡು ಬಿಡಿ ಉಕ್ತಿಗಳ 
ಸಂಯುಕ್ರೋಕ್ತಿಗಳನ್ನು ಸಮುಚ್ಚಯ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: 1. ಆಕಾಶವು `ನೀಲಿಯಾಗಿದೆ 
2. ಹವೆಯು ತಂಪಾಗಿದೆ 


ಇವೆರಡು ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು"ಮತ್ತು" ಎನ್ನುವ ಪದ ಜೋಡಣೆಯಿಂದ ಈ ರೀತಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು : ಆಕಾಶವು ನೀಲಿಯಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಹವೆಯು ತಂಪಾಗಿದೆ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ನಾವು ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು 0, 4, ! ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. p ಮತ್ತು 0 ಗಳ ಸಮುಚ್ಚಯ 
“0 ಮತ್ತುಲ್ಲ" ಅನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 0/6 ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ಸಿ ಸಂಕೇತವು 
"ಮೆತ್ತು" ಎಂಬುದನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ಉದಾ: 1. ಗುಲಾಬಿಯು ಒಂದು ಹೂವು. 


2. ಗುಲಾಬಿಯು ಸುಂದರವಾಗಿದೆ. 


ಈ ಉಕ್ತಿಗಳ ಸಮುಚ್ಚಯವು “ಗುಲಾಬಿಯು ಒಂದು ಹೂವು ಮೆತ್ತು ಗುಲಾಬಿಯು 
ಸುಂದರವಾಗಿದೆ." ಇದನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 0 ಸಿ 4 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಇದರಲ್ಲಿ 0 ಮತ್ತು 0ಗಳು ಮೇಲಿನ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತವೆ. 


ಒಂದು ಸಮುಚ್ಚಯದ ನಿಜ ಮೌಲ್ಯವನ್ನು ನಿರ್ಣಯಿಸುವಲ್ಲಿ ಈ ಒಂದು 
ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅದೇನೆಂದರೆ, 0 ಮತ್ತು 4 ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ ನಿಜವಾಗಿರುವಾಗ 
ಮಾತ್ರ ಗಗ ನಿಜವಾಗಿರುವುದು, ಬೇರೆ ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಅದು 
ಸುಳ್ಳಾಗಿರುವುದು. 
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2.6 ಪರ್ಯಾಯ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: p ಮತ್ತು € ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾದಾಗ "ಅಥ್‌ವಾ" ಎಂಬ 
ಸಂಯೋಜಕದಿಂದ ರಚಿತವಾದ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿ ಯನ್ನು ನಾವು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 07/0 
ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ.. %" ಸಂಕೇತ "ಅಥವಾ" ಎಂಬ ಪದವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
ಈ ರೀತಿ "ಅಥವಾ" ಎಂಬ ಪದದಿಂದ ಸಂಯೋಜಿತವಾಗಿರುವ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯನ್ನು 
ನಾವಿ ಪರ್ಯಾಯ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: 1. ಸೀತೆಯು ಜನಕರಾಜನ ಮಗಳು 
2. ಸೀತೆಯು ಶ್ರೀರಾಮನ ಹೆಂಡತಿ 
ಈ ಉಕ್ತಿಗಳ ಪರ್ಯಾಯವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
“ಸೀತೆಯು ಜನಕರಾಜನ ಮಗಳು ಅಥವಾ ಸೀತೆಯು ಶ್ರೀರಾಮನ ಹೆಂಡತಿ". 
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p ಮತ್ತು € ಯಾವಿದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾದಾಗ 0 ೪ € ನ ನಿಜಮೌಲ್ಕ 
ಕೋಷ್ಠಕವನ್ನು ರಚಿಸುವಲ್ಲಿ ಈ ಮುಂದಿನ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ. 0 ಮತ್ತು 0 
ಎರಡರಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ನಿಜವಾದ್ದಲ್ಲಿ 0 ೪ 0 ಅನ್ನು ನಿಜವೆಂದೂ ಉಳಿದೆಲ್ಲಾ 
ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಸುಳ್ಳೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 
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ಅಂದರೆ, 0 ಮತ್ತು 4 ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳೂ ಸುಳ್ಳಾದಾಗ ಮಾತ್ರ 0 Y 0 
ಪರ್ಯಾಯೋಕ್ತಿಯೂ ಸುಳ್ಳಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


2.7 ನಿಬಂಧಿತ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ : ೦ ಮತ್ತು 4ಗಳು ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾಗಿರುವಾಗ "0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ 
€" ಎನ್ನುವ ರೂಪದ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯನ್ನು ನಿಬಂಧಿತ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 
`ಓ ಅನ್ನು ದತ್ತವೆಂದೂ, 4 ಅನ್ನು ತೀರ್ಮಾನವಿಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
ಇದನ್ನು ನಾವು 0 - 4 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 

ಉದಾ: 1. ABC ತ್ರಿಕೋನವು ಒಂದು ಸಮಿಭುಜ ತ್ರಿಕೋನ 


NA NA N 


2 A=B=0=60 
ಈ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ನಿಬಂಧಿತ ಸಂಯೋಜಕದ ಜೋಡಣೆಯಿಂದ, "480 ತ್ರಿಕೋನವು 
ಒಂದು ಸಮಭುಜ ತ್ರಿಕೋನವಾದರೆ ಆಗ. 4 ಔ=-'೦ = 60° ಆಗಿರುತ್ತದೆ." p ಮತ್ತು 
q ಎರಡು ಯಾವುದೇ ಉಕ್ತಿಗಳಾಗಿರುವಾಗ ನಿಬಂಧಿತದ ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು 
ನಾವು ಈ ಮುಂದಿನ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ. 0 ಯು ನಿಜ ಮತ್ತು ೧ಸುಳ್ಳಾಗಿರುವಾಗ 
ಮಾತ್ರ 0 - 4 ಸುಳ್ಳಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಮಿಕ್ಕ ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಅದು 
ನಿಜವಾಗಿರುವುದು. 
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2.8 ಸಮತೋಕ್ತಿಗಳು 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ : 0 ಮತ್ತು 0 ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾಗಿರುವಾಗ, * 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 
q ಮತ್ತು ೧ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ 0" ಎನ್ನುವ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಸಮತೋಕ್ತಿ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಇದನ್ನು 0 ಈ 0 ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 
ದ್ವಿಬಂಧಿತವಿಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: 1. 20 ಸರಿ ಸಂಖ್ಯೆ 
2. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸರಿಸಂಖೈೆಯು 2ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ಇದನ್ನು ಒಂದು ಸಮತೋಕ್ತಿಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು : 2೧ ಸರಿ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ 2 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 2 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ 2೧ ಸರಿ 
ಸಂಖ್ಯ್ಕೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಸಮತೋಕ್ತಿಯ ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ನಿರ್ಣಯಿಸಲು ನಾವಿ ಈ ಮುಂದಿನ ' 
ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ: p ಮತ್ತು 0 ಎರಡೂ ನಿಜವಾಗಿರುವಾಗ ಅಥವಾ ಎರಡೂ 


ಸುಳ್ಳಾಗಿರುವಾಗ 0 ಆ 0 ನಿಜವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಉಳಿದೆಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಅದು 
ಸುಳ್ಳಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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2.9 ನಕಾರ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: 0 ಉಕ್ತಿಯಲ್ಲಿ "ಇಲ್ಲ" ಎನ್ನುವ ಪದವನ್ನು ಯುಕ್ತ ಸ್ವಳದಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವುದರಿಂದ 
ಪಡೆಯುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು p ಉಕ್ತಿಯ ನಕಾರ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
ಅದನ್ನು -0 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: ಭೂಮಿಯು ಗೋಲಾಕಾರವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುವುದನ್ನು 0 ಸೂಚಿಸಿದರೆ, ಭೂಮಿಯು 
ಗೋಲಾಕಾರವಾಗಿಲ್ಲ ಎನ್ನುವ ಅದರ ನಕಾರವನ್ನು ~೦ ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ನಕಾರದ ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ನಿರ್ಣಯಿಸಲು ಮುಂದಿನ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಯಾವುದೇ ಉಕ್ತಿ 0 ನಿಜವಾಗಿರುವಾಗ -0 ಸುಳ್ಳಾಗಿರುತ್ತದೆ. ವಿಪರ್ಯವಾಗಿಯೂ ಇದು 
ಸರಿ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. ಅಂದರೆ, p ಸುಳ್ಳಾಗಿರುವಾಗ ಇ0 ನಿಜವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ನಿಜಮೌಲ್ಯ ಕೋಷ್ಟಕ 5 


| 
ನ 7 


2.10 ವಿಲೋಮ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಧನ 


0 ಮತ್ತು 4 ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾಗಿರುವಾಗ 0 4 ದತ್ತ 
' ನಿಬಂಧಿತವಾಗಿದ್ದರೆ | 


(i) 1 = p ಅನ್ನು ಇದರ ವಿಲೋಮ ಎಂದೂ 
(1) ~p 7೫ ಇ0 ಅನ್ನು ಇದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಎಂದೂ 
(i) -€ ೨ ಇರಿ ಅನ್ನು ಇದರ ಪ್ರತಿಧನ ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: "ಆಕಾಶದಲ್ಲಿ ಮೋಡಗಳಿದ್ದರೆ ಆಗ ಮಳೆ ಬರುತ್ತದೆ" ಎನ್ನುವುದು ದತ್ತ 
ನಿಬಂಧಿತವಾದರೆ, 


(1... ಇದರ ವಿಲೋವು, 97೨ 0: ಮಳೆ ಬಂದರೆ ಆಗ ಆಕಾಶದಲ್ಲಿ ಮೋಡಗಳಿರುತ್ತವೆ; 


(1) ಇದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ, ~-೪ ೨. -0 : ಆಕಾಶದಲ್ಲಿ ಮೋಡಗಳಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಮಳೆ 
ಬರುವ್ರಿದಿಲ್ಲ; ಮತ್ತು 
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(i) ಇದರ ಪ್ರತಿಧನ, -4 2 7 0: ಮಳೆ ಬರದಿದ್ದಾಗ ಆಕಾಶದಲ್ಲಿ 
ಮೋಡಗಳಿರುವಿದಿಲ್ಲ. 


2.11 ತಾರ್ಕಿಕ ಸಮಾನತೆ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ನಿಜಮೌಲ್ಕ ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಂತಹ ಎರಡು ಸರಳ ಉಕ್ತಿಗಳು ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ 
ಸಮಾನವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. | 


ಅಂದರೆ, ಯಾವುದೇ ಎರಡು ನಿಜ ಉಕ್ತಿಗಳು ಅಥವಾ ಎರಡು ಸುಳ್ಳು ಉಕ್ತಿಗಳು 
ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವಿವಿ. 


0 ಮತ್ತು 0 ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳಾದರೆ ಅವುಗಳ ತಾರ್ಕಿಕ ಸಮಾನತೆಯನ್ನು 
ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 0 ಹ ೧ ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆವೆ. 
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ಮೇಲಿನ ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಗಮನಿಸಿದರೆ 0೨೦ ಮತ್ತು -ಂ ಇ ಇಂ ಈ 
ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ನಿಜವಾಗಿದ್ದಾಗ ಇನ್ನೊಂದೂ ನಿಜವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಒಂದು 
 ಸುಳ್ಳಾದಾಗ ಇನ್ನೊಂದೂ ಸುಳ್ಳಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಗಳನ್ನು 
ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ 


(0೨ 0 ಹ (ಇಂ ೨ ಇಂ) 
2.12 ನಿತ್ಯಸತ್ಯಗಳು 


ವಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯ ಬಿಡಿ ಉಕ್ತಿಗಳು ನಿಜವಾಗಿರಲಿ ಅಥವಾ ಸುಳ್ಳಾಗಿರಲಿ 


ಆದರೆ ಆ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯು ಯಾವಾಗಲೂ ನಿಜವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು ನಿತ್ಯಸತ್ಥ ವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಉದಾ: 0 : ಹಣ್ಣು ಸಿಹಿಯಾಗಿದೆ 
~p :ಹಣ್ಣು ಸಿಹಿಯಾಗಿಲ್ಲ 
pV ಇರಿ ಯ ನಿಜಮೌಲ್ಮ ಕೋಷ್ಟಕವು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತಿರುತ್ತದೆ. 
ನಿಜಮೌಲ್ಯಗಳ ಕೋಷ್ಟಕ 7 
ಗೊ 220/21 CANS 

7 ಸೆ T 
F T T 

ಇಂತಹ ಸಂಯುಕ್ರೋಕ್ತಿಯನ್ನು ನಿತ್ಕಸತ್ಕವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


2.13 ಅಸಮಂಜಸತೆ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯು ಯಾವಾಗಲೂ ಸುಳ್ಳಾಗಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು ಅಸಮಂಜಸತೆ 


ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


0 ಒಂದು ಯಾವುದೇ ಉಕ್ತಿಯಾಗಿದ್ದರೆ, pಸಿ-p ಯ ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ಕೋಷ್ಟಕ 


38 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. 
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ಇಂತಹ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಅಸಮಂಜಸತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ 1 : ಒಂದು ನಿಬಂಧಿತವೂ ಆದರ ವಿಲೋಮವೂ ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಲ್ಲ. 


ಉದಾ: "ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯು 8ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅದು 5ಕ್ಕಿಂತ 
ದೊಡ್ಡದಾಗಿದೆ". ಈ ನಿಬಂಧಿತವು ನಿಜವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ಇದರ ವಿಲೋಮ, "ದತ್ತ 
ಸಂಖ್ಯೆಯು 5ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅದು 10 ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿದೆ." ಇದು 
ನಿಜವೇ ಆಗಬೇಕೆಂದಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳ ನಿಜಮೌಲ್ಯವು ಬೇರೆ ಬೇರೆ 


ಆದಾಗ ಅವುಗಳು ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಲ್ಲ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 2 : ಒಂದು ನಿಬಂಧಿತವೂ ಆದರ ಪ್ರತಿಲೋಮವೂ ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಲ್ಲ. 


ಉದಾ: “ಒಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾಥಿಯು ಪರೀಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ ಕಾಪಿ ಮಾಡಿದರೆ ಆಗ ಪಾಸಾಗುತ್ತಾನೆ" 
ಈ ನಿಬಂಧಿತವು ನಿಜವಾಗಿದೆ ಎಂದಿರಲಿ. : ಆದರೆ ಇದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ, “ಒಬ್ಬ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಪರೀಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ ಕಾಪಿ ಮಾಡದಿದ್ದರೆ ಆಗ ಪಾಸಾಗುವುದಿಲ್ಲ'. ಇದು 
ಸುಳ್ಳಾಗಿರಬಹುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ ನಿಬಂಧಿತವೂ ಅದರ ಪ್ರತಿಲೋಮೆವೂ ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಲ್ಲ. 


ಪ್ರಮೇಯ 3 : ಒಂದು ನಿಬಂಧಿತವೂ ಅದರ ಪ್ರತಿಧ'ನವೂ ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ 
ಸಮಾನವಾಗಿರುವುವು. 


ಉದಾ: "ಒಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಪರೀಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ ಕಾಪಿಮಾಡಿದರೆ ಪಾಸಾಗುತ್ತಾನೆ." 
ಈ ನಿಬಂಧಿತವು ನಿಜವಾಗಿದೆ ಎಂದಿರಲಿ. ಇದರ ಪ್ರತಿಧನವು "ಒಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು 
ಪಾಸಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಆಗ ಅವನು ಕಾಪಿ ಮಾಡಿರುವುದಿಲ್ಲ". ಇದು ನಿಜವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಒಂದು ನಿಬಂಧಿತವೂ ಅದರ ಪ್ರತಿಧನವೊ ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವವು. 


ಈ ಒಂದು ಮುಖ್ಯವಾದ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ನಾವ್ರ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಹಲವಾರು 
ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೇಗೆಂದರೆ, 
0 = ಇ ಎಂಬುದರ ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ಸ್ಥಿರಪಡಿಸಲು -€ = -0 ಎಂಬುದರ 
ನಿಜಮೌಲ್ಯವನ್ನು ಸ್ಥಿರಪಡಿಸಿದರೆ ಸಾಕು. 


ಪ್ರಮೇಯ 4: ಒಂದು ನಿಬಂಧಿತ ಮತ್ತು ಅದರ ವಿಲೋಮ ಇವೆರಡರ ನಿಜಮೌಲ್ಯ 
ಒಂದೇ ಆಗದ್ದರೆ ಆಗ ಅವುಗಳ ಬಿಡಿ ಉಕ್ತಿಗಳು ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುವು. 
ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮವಾ ಸತ್ಕವಾಗಿದೆ. 


ಅಂದರೆ, 0 4, 4 ಇ 0 ಇವೆರಡರ ನಿಜಮೌಲ್ಮಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಾಗ 
0 ಮತ್ತು 0ಗಳು ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುವು. ವಿಲೋಮವಾಗಿ, 0 ಮತ್ತು 0 


ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವಾಗ 0 ೨ € ಮೆತ್ತು 0 ೨ 0 ಗಳ ನಿಜಮೌಲ್ಯಗಳೂ 
ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುವು. 
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ಸಾಧನೆ: 
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ಪ್ರಮೇಯ 5 : ಎರಡು ಉಕ್ತಿ ಗಳ ಸಮಚ್ಚಯ ನಕಾರವು ಅವುಗಳ ನಕಾರಗಳ ಪರ್ಯಾಯಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನವಾಗಿರುವುವು. 

ಅಂದರೆ, - (೧ ಗ. 0 5 ಇ0 ೪್ಭ ~4 ಎಂದಾಗುವುದು. 

ಉದಾ: *ದತ್ತಸಂಖ್ಕೆಯು ಸರಿ ಸಂಖ್ಯೆ ಮತ್ತು ಸರಿ ಸಂಖ್ಕೆಯು 2ರಿಂದ 
ಭಾಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ.* 

ಇದರ ನಕಾರವು "ದತ್ತಸಂಖ್ಯೆಯು ಸರಿ ಸಂಖ್ಯೆ ಅಲ್ಲ ಅಥವಾ ಸರಿ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
2ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಲ್ಪಡುವುದಿಲ್ಲ" ಎಂದಾಗುವುದು. 

ಆದ್ದರಿಂದ, ಒಂದು ಸಮೆಚ್ಚಯವು ನಿಜವಾಗಲು ಎರಡು ಬಿಡಿ ಉಕ್ತಿಗಳೂ 


ನಿಜವಾಗಬೇಕು. ಅದರ ನಕಾರವು ನಿಜವಾಗಲು ಕನಿಷ್ಠಪಕ್ಷ ನಕಾರಗೊಂಡ ಒಂದು ಬಿಡಿ 
ಉಕ್ತಿಯಾದರೂ ನಿಜವಾಗಬೇಕು. 


ಪ್ರಮೇಯ 6 : ಎರಡು ಉಕ್ತಿಗಳ ಪರ್ಯಾಯದ ನಕಾರವು ಅವುಗಳ ನಕಾರಗಳ 
ಸಮುಚ್ಚ ಯಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದು. 


ಅಂದರೆ - (pV 0 2 ~-pA ಇಲ 


"ದತ್ತಸಂಖ್ಕೆಯು 2ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿದೆ ಅಥವಾ 5ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿದೆ." ಇದರ 
ನಕಾರವು "ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯು 2ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿಲ್ಲ ಮತ್ತು 5ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾಗಿಲ್ಲ" 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಒಂದು ಪರ್ಯಾಯವು ನಿಜವಾಗಲು ಅದರ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಡಿ ಉಕ್ತಿಯು 
ನಿಜವಾಗಿದ್ದರೂ ಸಾಕು. ಅದರ ನಕಾರವು ನಿಜವಾಗಲು, ನಕಾರಗೊಂಡ ಎರಡು ಬಿಡಿ 
ಉಕ್ತಿಗಳೂ ನಿಜವಾಗಿರಬೇಕು. 
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ಪ್ರಮೇಯ 7: ಇ (ಇ)ಂ) ಈ 0 ಯು ಒಂದು ನಿತ್ಯ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 
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~(~p) @ p 


ಮೇಲಿನ ಕೋಷ್ಟಕದಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಅಂಶವೆಂದರೆ, ಒಂದನೇ ಮೆತ್ತು ಮೂರನೇ 
ಉದ್ದಸಾಲಿನ ನಿಜಮೌಲ್ಮಗಳು ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅವುಗಳು ತಾರ್ಕಿಕವಾಗಿ 
ಸಮಾನವಾಗಿವೆ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಎಲ್ಲಾ ನಿಜಮೌಲ್ಮಗಳು 7 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
~(~p) ಈ 0 ಒಂದು ನಿತ್ಕಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಪ್ರಮೇಯ 8: [(೦ ೨ 0 ಅ (-0) > (-p)] ಒಂದು ನಿತ್ಯಸತ್ತವಾಗಿದೆ 


ನಿಜಮೌಲ್ಯಗಳ ಕೋಷ್ಟಕ 11 


ಇರ್‌ eas Se Har 


ಮೇಲಿನ ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಗಮನಿಸಿದಾಗ, 5ನೇ ಮತ್ತು 6ನೇ ಉದ್ದಸಾಲುಗಳ 
ನಿಜಮೌಲ್ಕಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ ಮತ್ತು 7ನೇ ಉದ್ದಸಾಲಿನ ನಿಜಮೌಲ್ಕಗಳೂ 7 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ( € > 0 ಅ (ಇಂ ೨ (-ರ) ಒಂದು ನಿತ್ಕಸತ್ಕವಾಗಿದೆ. 
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1. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 2 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
(8) ಶಾರದೆ ಚೆನ್ನಾಗಿ ಹಾಡುತ್ತಾಳೆ ಮತ್ತು ಶಾಂತಲೆ ಚೆನ್ನಾಗಿ ನಾಟ್ಕವಾಡುತ್ತಾಳೆ. 
(0) ಮಳೆ ಬಂದರೆ ಆಗ ಬೆಳೆ ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಉಕ್ತಿಗಳನ್ನು ಆಧರಿಸಿ ದತ್ತ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಗಳನ್ನು 
ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


p : ಮಕ್ಕಳು ಜಾಣರಾಗುತ್ತಾರೆ. 

€ : ಮಕ್ಕಳು ಶಾಲೆಗೆ ಹೋಗುತ್ತಾರೆ. 
r : ಶಾಲೆಗೆ ರಜೆ ನೀಡಲಾಗಿದೆ. 

s : ಅವರು ಸಂತೋಷಪಡುತ್ತಾರೆ. 


(8) ಮಕ್ಕಳು ಶಾಲೆಗೆ ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲ ಮತ್ತು ಅವರು ಸಂತೋಷಪಡುತ್ತಾರೆ. 
(0) ಶಾಲೆಗೆ ರಜೆ ನೀಡಲಾದರೆ ಆಗ ಮಕ್ಕಳು ಶಾಲೆಗೆ ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲ. 


(0) ಮಕ್ಕಳು ಶಾಲೆಗೆ ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲವಾದರೆ ಆಗ ಮಕ್ಕಳು ಜಾಣರಲ್ಲ ಮತ್ತು 
ಅವರು ಸಂತೋಷಪಡುತ್ತಾರೆ. 


(6) ಮಕ್ಕಳು ಜಾಣರಾಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಮಕ್ಕಳು ಶಾಲೆಗೆ ಹೋಗುತ್ತಾರೆ ಮಿತ್ತು 
ಶಾಲೆಗೆ ಹೋದರೆ ಮಾತ್ರ ಮಕ್ಕಳು ಜಾಣರಾಗುತ್ತಾರೆ. 

ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಉಕ್ತಿಯ ನಿಜಮೌಲ್ಯಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 

(10,3. 0) 

(i) ~pVq 

(1) (೦1. 0 7೨ (01/0) 


(೪) - (೦1. 0% (೮ ೨ 0) 
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. ಕೆಳಗಿನ ಸಂಯುಕ್ಟೋಕ್ತಿಗಳ ನಕಾರವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 

(1) pV (GAD 

(ಐ) pA(q=N 

(3) ~p=q 

(4) - 0 ೧ [೦1% (-0] 

ಕೆಳಗಿನ ನಿಬಂಧಿತಗಳ ವಿಲೋಮ, ಪ್ರತಿಲೋಮ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಧನಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
(1) ~p= -0 (2) ್‌೨ಇ೨ (೧) 
ಕೆಳಗಿನ ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿಗಳನ್ನು ನಿತ್ಯಸತ್ಯಗಳೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

i -(ಷಂಗಿ.0 & (-p)V (-0 

0 -(ಂ0 ಇ೧೧ಂ 1. (-0) 

(ii) (pV 0) A (- 010 


0 ಉಕ್ತಿಯು «* 1 ೬9 ಎಂದೂ ಉಕ್ತಿಯು ೫-6 ಎಂದೂ ಇದ್ದು pq 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇದರ ವಿಲೋಮ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಧನಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


"ABCD ಚತುರ್ಭುಜದಲ್ಲಿ ವಿರುದ್ಧ ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತವು 180° ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 


ಆಗಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ ಆ ಚತುರ್ಭುಜವು ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ'' ಇದರ ನಕಾರವನ್ನು 
ಬರೆಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ- 3 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 


3.1 ಕೋಶಗಳು: ಗಣವೊಂದರಲ್ಲಿನ ಗಾ೧7 ಅಂಶಗಳ m ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮೆತ್ತು ಗ 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳಲ್ಲಿನ ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ೧೧ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶ ವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಕೋಶವನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಈ ಕೋಶವನ್ನು 
ತ್ಕ ವ್ಯ ಯು ರ್ಕಿ 
PN Se ಡಿ 
ಕೃ ಶ್ಯ (ಎ. ಷಿ 


ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕೋಶದಲ್ಲಿನ ಯಾವುದೇ ಅಂಶವನ್ನು ೩, ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅದು / ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಮತ್ತು / ಕಂಬಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಅಂಶವೆಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ವಿವಿಧ ನಮೂನೆಯ ಕೋಶಗಳು : 
1. ಅಡ್ಡಸಾಲುಕೋಶ: ಒಂದೇ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿರುವ ಕೋಶವನ್ನು ಅಡ್ಡಸಾಲು 
ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ : 4 - [1 2 3] 


2. ಕಂಬಸಾಲು ಕೋಶ: ಒಂದೇ ಒಂದು ಕಂಬ ಸಾಲಿರುವ ಕೋಶವನ್ನು ಕಂಬಸಾಲು 
ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


2 


ಉದಾಹರಣೆ: 4 ಎ 3 
5 


3. ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶ: ಕೋಶವೊಂದರಲ್ಲಿ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
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ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದರೆ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಿಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆವೆ. 


24 
‘We 
4. [ಕ 


4. ಕರ್ಣಕೋಶ: ಚೌಕುಳಿಕೋಶದಲ್ಲಿ ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಮೇಲಿರುವ ಅಂಶಗಳನ್ನು 
ಹೊರತುಪಡಿಸಿ ಉಳಿದ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು 
ಕರ್ಣಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: ಸಿ 


೦೦ ೬.೬ 
ಅ ಟಿ ಧು 
ಇಟ್ಟ ಓತಿ... ಎ 


5, ಏಕಮಾನ ಕೋಶ: ಕರ್ಣಕೋಶದಲ್ಲಿನ ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು 1 
ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಏಕಮಾನ ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


6.  ಶೂನ್ಯಕೋಶ: ಕೋಶವೊಂದರಲ್ಲಿನ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು ಶೂನ್ಮವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ 
ಕೋಶವನ್ನು ಶೂನ್ಮಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಕೋಶಗಳ ಸಂಕಲನ : ೩ ಮತ್ತು 8 ಕೋಶಗಳು ಒಂದೇ ದರ್ಜೆಗಳಾದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳನ್ನು 
ಸಂಕಲಿಸಬಹುದು. 


ಉದಾಹಣು ಸೆ ಇ... 4 ಮತು pi ದರೆ 
ey FN Ba y, | ಇಂದಾ 
A+B= RR ಎಂದಾಗುವುದು. 
+x ದ್ಧಿ 


ಇದೇ ರೀತಿ ಒಂದೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶಗಳನ್ನು ವೃವಿಕಲನ ಮಾಡಬಹುದು. 
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ಅಂದರೆ, A-B ಎ ನ ಜ್‌ b, - 4 ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಡ್ವಿ-ಸ್ಥ ರ್ಧಿ- 1 


ಕೋಶಗಳ ಗುಣಾಕಾರ: A ಕೋಶವು ಗಗ ದರ್ಜೆಯದಾಗಿದ್ದು, 8 ಕೋಶವು ೧೦ 
ದರ್ಜೆಯದಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಸಔ ಗುಣಲಬ್ದವು ಗಾಗ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
ಕೋಶಗಳೆರಡನ್ನು ಗುಣಿಸಲು ಮೊದಲನೆಯದರ ಕಂಬ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
ಎರಡನೆಯದರ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮನಾಗಿರಬೇಕು. 


ಉದಾಹರಣೆ : A ಎ 1 | ಮತ್ತು 8 ಎ M ಅದಲ್ಲಿ ಆಗ 
C d 2x2 y 2x1 


hs ly 4 ಎಂದಾಗುವುದು. 
Cx +d ಜನೆ 


ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಕೋಶದ ಗುಣಾಕಾರ : K ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದು 


A= k ] ಒಂದು 2x೭ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದರೆ 


ka kb 


KA = | ಎಂದಾಗುವುದು. 


kc kd 


ಅಂದರೆ, A ಕೋಶವೊಂದನ್ನು ॥ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು ॥ 
ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 


3.2 ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 


ಒಂದು. ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಾಗಿರಲಿ ಮೆತ್ತು A ಒಂದು ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶಗಳ 
ಗಣದಿಂದ ಸಹಜಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವೊಂದಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸುವ ಚಿತ್ರಣವಾಗಿರಲಿ 


ಅಂದರೆ A: 1! (0, ಇ ಗ ಚಿತ್ರಣವನ್ನು 
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AE] 1 ಬ್‌ 
a ಡಿ Takai Bx ಟಟ 
81 ಈ 


2 


ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಾಯಿಸಿ. ಇಂತಹ ಚಿತ್ರಣವನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕ ಚಿತ್ರಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮತ್ತು ನೈಜ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಚೌಕುಳಿಕೋಶದ ನಿರ್ಧಾರಕವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


a a 


12 


ಹಾಗೂ ಅದನ್ನು |4| ಎ ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗುವುದು. 
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ಇದೇ ರೀತಿ ೩ ಚಿತ್ರಣವನ್ನು ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶಗಳ ಗಣದಿಂದ ಸಹಜ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸುವ ಫಲವಾಗಿ, A: M(3, ಗ) - ಗಔಲನ್ನು 


ಡಿ ಡಿ ಡಿ 
A |೩ಿ ಡ್ವಿ ಡ್ವ್ಯಿ = ಡಿ, (೩ ಡ್ಕೈ- ಡಿ ಡ್ವಿ)-ಡ್ಟಿ (೩, ಡ್ವ್ವಿ-ಡ್ಚಿ ಡಿ) 
ಡಿ ಡ್ಯ ಡಿ ಡ್ಯ (೩, ಡ್ವಿ-ಡ್ವಿ ಡಿ) 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಹಾಗೂ ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಸೂಚಿಸಲಾಗುವುದು : 


ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಗುಣಲಕ್ಟಣಗಳು 


1. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು 
ಮಾಡಿರುವುದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ವೃತ್ಕಾಸಗೊಳ್ಳುವುದಿಲ್ಲ. 
ಡಿ, b, C, 
|4| = |b, ಲೈ | ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡ್ಕ ರ್ಶ ಲ್ಕ 
ಆಗ 4 ಎ a,(b,c,-c,b,)- b,(೩,೦,-೦0,೩)+C,(೩,ರಿ-bಡ್ನಿ) ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಈಗ, |4| ನ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲುಮಾಡಿದ 
ನಿರ್ಧಾರಕವ್ಪ |A'| ಎಂದಿರಲಿ. ಅಂದರೆ 


A ಡೈಡ್ಜಿಡ್ಮಿ 
=|: ಶ್ರಿ ರ್ಕಿ 
೦೦.೦ೃ 
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|A'| ಅನ್ನು ಮೊದಲನೇ ಕಂಬಸಾಲಿನಿಂದ ವ್ಮಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


|&'| = a,(b,c,-c,b,)-b,(2c,-a,C,)+C,(೩,b,-b,೩) ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಇದರಿಂದ |4 | =1೩'| ಎನ್ನುವುದು ಸಿದ್ಧವಾಗುವುದು. 


2. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು 
ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ, ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು -1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


A, ರಿ, C, 
|4| -| ೩b, ೭, | ಎಂದಿರಲಿ. 
ಕ್ಕಿ ೧, 
ಆಗ (14 | = a,(b,c,-c,b,)-b,(a,c,-c,a,)+c,(4,b,-b,a,) 


ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಈಗ, |A| ನ ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು 
ಮಾಡಿದಾಗ 


= —8,(b,c,-c,b,)+b,(a,c,-c,a,)-c,(a,b,-b,a,) 


ಹು ಇಳು 
| 


—[a,(b,c,-c,b,)-b,(a,c,-C,a,) + c,(4,b,-b,a,)] 


-'|4 | ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲು ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು 


ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದಾಗ ನಿರ್ಧಾರಕವು -1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ ಎನ್ನುವುದು 
ಸಿದ್ಧವಾಗುತ್ತದೆ. 
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3. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಅಥವಾ ಎರಡು ಕಂಬಸಾಲುಗಳ ಅಂಶಗಳು 
ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ, ಅಂತಹ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು ಶೂನೃವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


a, b, C, 
lAl =|a, ಗೈ ೦ ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡ್ಕಿರ್ಕಿಲ್ಶ 
ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 
|A | 


a, (b, C,-C, b,)-b, (4, ರೃ-ಲ ಡಿ), (8, ರ್ಕಿ-ರಿ, ಡ್ಶಿ) 


a,b,c,-a,c,b,-b,a,c,+b,c,a,+C,a, ರ್ಕಿ-0, ದಡಿ 


0 


4. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾವುದೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲಿನ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು 
ಒಂದೇ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ನಿರ್ಧಾರಕವು ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ 


ಗುಣಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 
ಈ b, C, 
IA] ಎಡಿ ರಿ ೧ | ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡ್ಶಿ ರಿ ಲ್ಕ 


ಈ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು % ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, ನಂತರ 
ವ್ಯಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


ka, kb, kc, 
ಡ್ಕ ರ್ಕಿ C, 
ಡ್ಕ ರಿ ಲ್ಕ 


ka,(b,c,-c,b,)-kb,(a,c,-c,a,)+kc,(a,b,-b,a,) 


Ka,(b,c,-c,b,)-b,(a,c,-c,8,)+c,(a,b,-b,a,)] 
= K|1A| ಎಂದಾಗುವುದು. 


೨. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂಶವು 


ಎರಡು ಅಂಶಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಎರಡು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ 
ಮೊತ್ತವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


a+x b+y ೦೨2 
ಈ. ೫ ೧೪... 8.3 ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡಿ b ಲ್ಕ 
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ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


0119 ಡ್ಗಿ 0 ಡ್ಗಿರಿ 
IAl ಎ (a,+x) Fy 2|-(b+y)| ? 2+ (c+2)| 3 Ny 
ವ ಲ್ಕ ಡ್ಶಿ ಲ್ಕ ಡ್ಶಿ ತ್ರಿ 
ಇ ರಿ, C, yp ಡಿ ಲ, ಡ್ಜಿ ರಿ, 
= ಡಿ b b, ೬ © b 
3 ಲ್ಕ ಡಿ C, ಡ್ಶಿ ತ್ರಿ 
b, C, ಡಿ C, ಡಿ ರ್ಕಿ 
+ — +z b 
ಗ್ಶಿ C, ಡ್ಶಿ ಲ್ಕ ಡ್ಶಿ 3 
a,b,c, Ce ಎತ 
= ಜ್ಯ 1 ಡಿ ರ್ಕಿ ೭ | ಎಂದಾಗುವುದು. 
a b 


6. ' ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಅಂಶಗಳನ್ನು 
ಅವುಗಳ ಸಹಗುಣಕಳಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಪಡೆಯುವ ಮೊತ್ತದಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು 


ವೃತ್ಕಾಸವಾಗುವಿದಿಲ್ಲ. 
ಈ. ರಿ, C, 
|4| =| ರ್ಕಿ ೭, | ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡ್ಶ ರ್ಕಿ ಲ್ಕ 


ಮೊದಲನೆ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳಿಗೆ / ನಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡನೇ ಸಾಲಿನ 


ಅಂಶಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ॥ ನಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮೂರನೇ ಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಸಂಕಲಿಸಿದಾಗ 


a,+la,+ka, b,+lb,+kb, c,+lc,+kc, 
ಷಿ b, ಲೃ ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಡ್ಶಿ b, ಲ್ಕ 


ಮೇಲಿನ 4ನೇ ಮತ್ತು 5ನೇ ಗುಣಲಕ್ಷಣಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 
ನಿರ್ಧಾರಕವ್ರಿ 


a,b,c, ತ್ವ ರಿ ಲ್ಕ ಡ್ಕಿರ್ಕಿಲ್ಮ 
ಡ್ವಿದ್ಧಿ ಲ| *!|ಶ್ವಿರ್ಧಿ ಲ| * (| ಡಿ ಡಿ ಲ್ವ | ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಡ್ಕಿರ್ಕಿಲ್ಯ ಕ್ಕಿರ್ಕಿ೦ ಡ್ಕಿರ್ಕಿಲ್ಮ 


3ನೇ ಗುಣಲಕ್ಷಣವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 


Mag - 


+ (0) + K(0) = |A| ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು ವೈತ್ಕಾಸವಾಗುವುದಿಲ್ಲ ಎನ್ನುವುದು 
ಸಿದ್ಧವಾಗುವುದು. 


7. A ಮತ್ತು 8 ಎರಡು 2:2 ದರ್ಜೆಯ ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
451 = |41168| ಎಂದಾಗುವುದು. 


A= : ] ಮತ್ತು ಡಔ ಎ ಎ ಎಂದಿರಿ 
esd ತೆ ಸೆಂ 


aw+by ax+bz 
ಗೆ ಜು 
ಈ ಕೋಶಗಳ ಗುಣಲಬ್ದವು ೩8 4 dy Rin ಎಂದಾಗುವುದು 


ಮೇಲಿನ ಕೋಶಗಳ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 
lAl=ad-bc, |8| =wz- xy 
ಮತ್ತು 148 


(aw+by)(cx+dz)-(ax+bz)(cw+dy) 


adwz-adxy-bcwz-bcxy 


ad wz-xY)-bodwz-xy) 
(ad-be)(wz-xy) = |4| 18] 


ಆದ್ದರಿಂದ 1AB| =|A1| |B | ಎನ್ನುವುದು ಸಿದ್ಧವಾಗುವುದು. ಇದೇ ರೀತಿ 3:3 
ದರ್ಜೆ ಕೋಶಗಳಿಗೂ ಈ ಗುಣಲಕ್ಷಣವನ್ನು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 

[A 13 ಸರೆ ತರಿ 
14 17 20| ಇ 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
15: 16 21 
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ನಿರ್ಧಾರಕಗಳಲ್ಲಿ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಗಣ, ಗೃ, ಗೈ ಎಂದು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲು 
ಗಳನ್ನು €,,೦,,೦, ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ ಲೃ-ಲ್ಯ ಮತ್ತು 
0,-C, ಮಾಡಿದಾಗ 


(ಕಾರಣ ಲ್ಕಿ ಮತ್ತು ಲ್ಕ ಅಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ) 

ಷ್‌ 

0 |= (a-b)(b-0)(c-a) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
0೩ 


ಈ ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ ಗೈ-ಗ ಮತ್ತು ಗಣ-ಗ ಮಾಡಿದಾಗ 


0 ೩-ರಿ &#-b 
0 0-0 b-C 
1 0 6 


a+b 
b+c 


0 
= (8-ಗರಿ)(ರಿ-ಂ) |0 
1 ದ 


ಛು ಸಹ ಹಿ 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಹಂತದಲ್ಲಿ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಮೊದಲನೇ ಕಂಬಸಾಲಿನಿಂದ 
ವ್ಕಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


(a-b)(b-c) [b+c-a-b] = (a-b)(b-c)(c-a) 


ಎಂದಾಗುವುದು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 3.1 


-2 


9 0 100 
A= |0 4 1|ವಮತ್ತು B= |42 3 
4° 30 0 


ಆದರೆ 


AB ಮತ್ತು ಔಡ ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


- 2x+y ಷು 1 e] WM ಆದರೆ ೬ ಮತ್ತು y ಗಳ 
೫-4 4 0 1 


ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3. a hg 
A=[x.y ZB kh Ff ಮೆತ್ತು 
"ಭಿ 
X 
0=|y] ಆದರೆ 46000) = (AB)C ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
2 
4. 2-1 4 
0 5 —4|=0ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
4 -2 8 
ಧೆ 1+a 1 1 
1 1+a 1 = 3&+4 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
1 1 1+a | 
6. 1+a 1 1 
1 1+b 1 = ab+bo+ca+abc ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
1 1 1+c 
೫ ಬ 
೫. ಡೀ ತಾ = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
Bg: 9s 
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b-x b-y b-z = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


xy 0 yz = 2x25 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


10. ಟ್‌ ಲ್‌? 
0೮. ೦ರ 1 | ಎ೦0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


11. a+x a-x 8-೫೬ 
a-x* 848% 8-/ | ಎ0 ಆದರೆ ೬ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ax 8-೫ +X 


[ತೆ 8೩-0-20 ಡಿ 0 
ನ 0-0೦-28 0 = 2(a+b+0)್‌ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
0 ಡಿ ೦-೩-೩0 ಕ 


3.3.1 ಲಾಘುವ, ಸಹಗುಣಕ ಮತ್ತು ಸಂಗತಕೋಶ 


ಲಾಘವ: A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. 4 ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಅಂಶದ 
ಲಾಘವವು, ಆ ಅಂಶವಿರುವ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಹೊರತುಪಡಿಸಿ 
ಉಳಿದಿರುವ ಉಪಕೋಶದ ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: ಡ್ಯ ಶ್ವ. ಕ್ಯ 
A= |, ಡಿ ತ್ಮಿ | ಎಂದಾದರೆ 
ರ್ಶ, ಕ್ಕಿ ಡ್ರೈ 
ಕರ್ಚಿ ಅಂಶದ ಲಾಘವವು, 
ಡಿ, ೩ 
ಖೆ ವ "1 12] ಎಂದಾಗುವುದು 
31 ಡ್ಶ್ರಿ 


| ಆದ್ದರಿಂದ ೩,, ಅಂಶದ ಲಾಘವವು 1/ , [| ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು / ನೇ 
ಕಂಬಸಾಲನ್ನು ಹೊರತುಪಡಿಸಿ ಸಿಗುವ ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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ಡೆ, ೩ ಡೆ, 
ಓಜ |ಡ್ವಿಡ್ವಿಶ್ಟ್ವಿ ಎಂದಿರಲಿ 
ಡಿ, ಡ್ಮಿ 8 
ಡು ಡೆ 
ಈ ಚೌಕುಳಿಕೋಶದಲ್ಲಿನ ೩ನ ಲಾಘವ ಬೈ, ಎ 
| (§ ಡಿ ತ್ಯಾ 


' ಎಂದಾಗುವುದು. ಆಗ (-1)*' ಹೈ, ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಕ್ಮ, ಅಂಶದ ಸಹಗುಣಕನೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಅಂದರೆ ಷ್ಯ ಅಂಶದ ಲಾಘವವು ಯೈ ಆದರೆ ಅದರ ಸಹಗುಣಕವು (-1)” 1 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಸಂಗತಕೋಶ: 
ಡ್ಶ್ಯ ರ್ಥ ಡೆ 
ತುವ ಬ ತತ ಎತ್ತ ನ ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. 
ಡ್ಶ ತ್ಕ ಡ್ಕೃ 


| C,, C12 C% 
ಈ ಕೋಶದ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಕೋಶವು [- ಲ್ಕ ್ಸ ಎಂದಾದರೆ ಈ ಕೋಶದ 
CC ೦ 
ಲ್ಕ ಲಿ ಲ್ಕ 
ಅದಲು ಕೋಶವು ಲ್ವ ೦% | ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಕೋಶವನ್ನು 
ಲ್ಕ ಲ್ಲೊ C, 


A ನ ಸಂಗತಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತವಾಗಿ ಸರ] A ಎಂದು 
ಬರೆಯಲಾಗುವುದು. 


3.3.2 ವೈಶೇಷಿಕ ಮತ್ತು ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶಗಳು 


A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಾಗಿದ್ದು ಅದರ ನಿರ್ಧಾರಕವು |4| = 0 ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ವೇಳೆ 
|4| * 0 ಇದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶವಿಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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3.3.3 ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮ 


A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದು, AB - BA ಎ / ಆಗುವಂತೆ ಇನ್ನೂಂದು 
ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶ ಈ ಇದ್ದರೆ, 8 ಅನ್ನು 4ನ ಪ್ರತಿಲೋಮ ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 
! ಎಂಬುದು ಅದೇ ದರ್ಜೆಯ ಏಕಮಾನ ಕೋಶ. 


ಪ್ರಮೇಯ : A ಒಂದು ಯಾವುದೇ ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದರೆ, 
A(AdjA) = (AdjA)A = 141 1 


ಸಾಧನೆ - 8, ಡಿಡಿ 
ಗೆ 1ಜಿ ಪಿಷ್ಟ ಎಂದಿರಲಿ. 
ಡ್ಕ, ಡ್ಕ ತ್ಕ 
ಲ್ಕ C2 ಲ್ಕ 
Aನ ಸಹಗುಣಕ ಕೋಶ = |, ಲ, | ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಲ್ಕ ಲಂ ಲ್ಕ 
C,, ಲ, ಲ 
ಆಗ, 4ನ ಸಂಗತಕೋಶ ಎಐ [ಲ್ಕ ಲ | ಎಂದಿರಲಿ. 
ಲ್ಕ್ಕ ಲ ಲ್ಕ 


ಈಗ, ಸಿ ಮೆತ್ತು ಸಿರಸಿ ಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ 


Al QQ 
AlAdjiA) = |0 |A| 0 ಎಂದಾಗುವುದು 
0 Os HEN 
100 
ಅಥವಾ A(AdjA) ಎ |41 |0 1 0] =1/A| 1 ಎಂದಾಗುವುದು 
0 0 1 


ಇದೇ ರೀತಿ (Ad/ಸ)A ಎ |4 | / ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ, A(Ad/A) - (ಓಿ6)ಓ)/4 ಎ |4| 1 ಎನ್ನುವುದು ಸಿದ್ಧವಾಗುವುದು. 


ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮದ ಸ್ಪಷ್ಟನೆಗನುಗುಣವಾಗಿ ಯಾವುದೇ A ಎಂಬ 
ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶಕ್ಕೆ ಅದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕೋಶ ಡಿ ಆಗಿರುವುದಕ್ಕೆ ಇರುವ ನಿಯಮವು 
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AB= 842ಎ! (1) 
ಎಂಬುದನ್ನು ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿದುಕೊಂಡಿದ್ದೇವೆ. ಹಿಂದಿನ ಪ್ರಮೇಯದಲ್ಲಿ 


A(AdjA) = (AdjA)A = {Al 1 ಆ ಗು 
ಎನ್ನುವುದು ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 


ಇಲ್ಲಿ A ಒಂದು ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶವಾದರೆ ಆಗ 14 | ೬ 0. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಸಮೀಕರಣ (2)ನ್ನು | A | ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


AdjA\  (AdAY. ಕ 
ಅ... ಡಾ 


ಎಂದಾಗುವುದು 
ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (3) ಇವುಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದಾಗ A ಕೋಶದ 
ಪ್ರತಿಲೋಮ ಸA”'ಗೆ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


AdjA | 
A= 
ಗ (ಇಲ್ಲಿ 1 4 | ೬ 0) 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
Bk ತೆ 
ಸ A=11 2 3 | ಆದರೆ”ಗೆಯ ಸಂಗತಕೋಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
2 -13 


ಮೊದಲು, ಒಂದನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳಿಗೆ ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯೋಣ. ಆ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ 


" ಮೊದಲನೇ ಅಂಶ 1 ರ ಸಹಗುಣಕ = (-1)"*' (6-3) 23 
ಎರಡನೇ ಅಂಶ 1 ರ ಸಹಗುಣಕ = (-1)'* (346)=-9 


ಮೂರನೇ ಆಂಶ 1 ರ ಸಹಗುಣಕ ಇ. (-1)' (-1-4)=-5 


ಇದೇ ರೀತಿ, 2ನೇ ಮತ್ತು 3ನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ -4, 1, 3 ಮತ್ತು -5, 4, 1 ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ A ನ ಸಂಗತಕೋಶವು 


34 


Adj A= |-9 


(ಅಂದರೆ ಸಂಗತಕೋಶವ್ರ ಸಹಗುಣಕಗಳ ಕೋಶದ ಅದಲು ಕೋಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ). 


ಸ 
“pee UU (| 3 | ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮಕೋಶವನ್ನು 
್ನ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಮೊದಲು 14 | ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ: ಕ 
|4| = 2(-5)+2(0)+4(5)= 10 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆನಂತರ 


ಇರಿ 2 “= 
AdA=|02 4 | ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
5b 0 10 
AdjA 
ಆದ್ದರಿಂದ, A"' ಎ ಗ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ 
-12 1/5 —8/5 
A™ =| 0 1/5 2/5 
1/2 0 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 3.2 


|. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಕೋಶಗಳ ಸಂಗತಕೋಶಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


TL wk Pe: ES SNS EY 
ಘಮ dk ್ಜ್‌್‌್ಪ. ಕ್ರ 5 
2 PEN 679 


||. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಕೋಶಗಳ ಪ್ರತಿಲೋಮಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 
A(AdjA) = (AdjA)A = | 4 1 ಎನ್ನುವುದನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ. 


(1) 1-2 -1 (2) 2 1 
ಸಾ ಡಿ 
RE ಸ ದ 


(3) 


NN — ಗ್ರ 


3.4 ಸರಳೆ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ 
(1) ಕೋಶ ಪದ್ಧತಿ (॥) ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮ. 


3.4.1 ಕೋಶ ಪದ್ಧತಿ : x y, 2 ನಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 


ax+b,y+c,z = d, 


&x+b,y+Cz = ಲ 


ax+b,y+Cz = 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


ಮ 0೮6 
Xy,z ಗಳ ಸಹಾಂಕಗಳ ಕೋಶ A ಇ ಈ ಷ್ಟಿ 
ಡ್ಶ ರ್ಕಿ ಲ್ಕ 


ಸ್ಲಿರಾಂಕಗಳೆ ಕೋಶ 8ಎ ಎಂದೂ ಮತ್ತು ಚರಾಂಕಗಳ ಕೋಶ 


d 
qd, 
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X= y ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟಾಗಿ AX-ಔ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು 
ಕೋಶ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 4-' ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


A" (AX)=A' (8) 
ಅಥವಾ (A'A)X= AB 
ಅಥವಾ IX=A'B 
ಆದ್ದರಿಂದ X= A"' B 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ x, y, 2 ಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
ಉದಾಹರಣೆ: x+)4+z = 6, X-Y+Z = 2, 2-2 = 1 
ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


MO x 6 
ಇಲ್ಲಿ A=x|1 -11|,X= ly], B=1[2 
pe 2 1 
|6| = 1(0-1(-3)+1(3) = 6 ಆಗುವುದು. 
0-2-2 
ಮಿತ್ತುಸಿರಸA-|3 3 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 
eS 
EE Ea A 
| | | 
x ರೀಟ pa BY. ಗ್ರ 1 
OY SEES TN RE ಕಟ ಓಸಿ 
2 RL GE 1 3 


ಆದ್ದರಿಂದ ೩x- 1, / ಎ 2, 2 ಎ 3 ಆಗುವುದು. 
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3.4.2 ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮ: x ೪, 2 ನಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 


ax+by+cz = d, 
ax+b,y+Cz = ಲೆ 
ax+b,y+Cz = ಗೈ 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


ಈ b, ಲ್ಕ 
೩/2 ನ ಸಹಾಂಕಗಳ ನಿರ್ಧಾರಕ ಗಿ ಇ |ಕ್ವಿ ದ ೭, | ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿ 
ಡ್ಶಿ ರಿ ಲ್ಕ 
0 b, C, 
A= |G bo, 
RE ಶೌ: ಇದ್ದ 


ಎಂಬುದಾಗಿ ಗಿದಲ್ಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಕಂಬಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳ ಬದಲಾಗಿ ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳ 
ಕಂಬಸಾಲನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸುವುದರಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


ಇದೇ ರೀತಿ ಸ್ಥಿ, ಸ್ಥಿ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಗಿದಲ್ಲಿನ ಎರಡನೇ ಮತ್ತು 
ಮೂರನೇ ಕಂಬಸಾಲುಗಳ ಅಂಶಗಳ ಬದಲಾಗಿ ಸ್ಲಿರಾಂಕಗಳನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ 


8,0,0, a ರಿ, 6, 
ಸ್ಮಿ=|ಡ್ಮಿಲ್ಮಂ, ಮತ್ತು ಗಹ್ಮಿ ಇ| ಡ್ವಿ ರ್ಕಿ 06 
ಡ್ಕಿಛ್ಕಲ್ಯ ಡಿ. ರ್ಕಿ ಖ್ಠೆ 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಆಗ x y, 2 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 


ಈ ಸೂತ್ರಗಳಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
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ಉದಾಹರಣೆ: 4-226 
x+2y+3z = 14 
—X+y-Z2 = -2 
ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


ಸ 2 3.2 1(೨5)-1(2)-1(3) = -4 
ER 
Bd 

A= |14 2 = 6(-5)-1(-8)+1(18) = -4 
ಹ ಸ್ಟ 
"ಗ 43 

A= |114 3] = 1(-8-6(2+1(12) = -8 
a | 
it 13596 

A= |1 2 14[| ೬ 1(-18)-1(12)46(3) = -12 
RE 


ಈಗ ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮಕ್ಕನುಗುಣವಾಗಿ 


A 4 -8 
fi sh RTS 3 ವಂ ಎ ಎಲ್ಲಿ 
A —4 A —4 
A —12 
ಜಯತಿ ಎಬಿ 

Wd 
ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಸೂಚನೆ : ಗೇಬ್ರಿಯಲ್‌ ಕ್ರೇಮರ್‌ (1704-1752) ಎಂಬಾತನು ಸ್ವಿಜರ್ಲ್ಮಾಂಡಿನ 
ಗಣಿತಜ್ಞ, ಜಿನಿವಾದಲ್ಲಿ 1750ರಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟವಾದ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಸಿದ್ಧಾಂತಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ 
ಈತನ ಪುಸ್ತಕವು ಪ್ರಖ್ಕಾತವಾಯಿತು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 3.3 


| ಕೆಳಗಿನ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕೋಶಪದ್ಧತಿಯಿಂದ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1)... 242/32 = 14 (©. AY = 
2x-y+dz = 15 3y+4z = 5 
3x-2y-4z = -13 32.45% = 2 

(3) 2-24-32 = 6 (4) x-3y+2z = 0 
2344422 = 7 2x+5y+z = 1 
3x+2y+9zZ = 16  3xty-2z = 2 


||. ಕೆಳಗಿನ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮದಂತೆ 


8 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1) 2743-42 = -8 (2) 5-349 =0 
3x+2y+4z = 3 8x+-14y+5 = 0 
Bx-4y4+5z = 18 

(3) 4x+y =7 (4) XHYy+Z = 4 
3/42 = 5 2x+5y-2z = ತಿ 
3z+5x = 2 3x+7y-7Z = 4 


3.5 ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದ ಲಾಕಣಿಕ ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ಅದರ ಮೂಲಗಳು 


A ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದಾಗ ಸA-ಸ! ಅನ್ನು ಅದರ 
ಲಾಕ್ಷಣಿಕಕೋಶವೆಂದೂ, 1A - ಹ!| - 0 ಆ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವೆಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಸಿ, ಸ್ಥಿ .... ಗಳನ್ನು ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲ 


ಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಗುಪ್ತಮೂಲ, ಆಯಿಗನ್‌ ವ್ಯಾಲ್ಕೂಸ್‌ 
ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


3.5.1 ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯ : ಪ್ರತಿ ಚೌಕುಳಿಕೋಶವು ತನ್ನದೇ ಆದ 
ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿ ಗೊಳಿಸುವುದು. 


ಇಲ್ಲಿ ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆ ಕೋಶಗಳಿಗೆ ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾವಿಲ್ಬನ್‌ 
ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ : 


(1) A ಒಂದು ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. 
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ಅಂದರೆ, A= |" ತ ಎಂದು ಮತ್ತು ಏಕಮಾನ ಕೋಶ, 1 ಎ ಕ 
ಡಿಗ್ಗಿ ಟ್‌ 


ಆಗಿರಲಿ. ಸ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು 
(4 BN |= 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 


೩-1 ' ಡಿ 


ಗಾ 


ಅಂದರೆ, = 0 ಎಂದು. ಇದನ್ನು ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


(೩) (ರಿ - a,b, ಎ0 
ಅಥವಾ 72 - ). (8-b,)ಃa, b,-b, a= 0 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಇದಕ್ಕನುಗುಣವಾಗಿ A ಕೋಶವನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಸಮೀಕರಣವು 
A-A(a,-b,)+l (a, b,-b, a) = 0 A 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು ಸಾಧಿಸಬೇಕು. ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ಎಡಬದಿಯ 
ಪದಗಳನ್ನು ಗಣನೆಗೆ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ; ಅಂದರೆ 


a*+b,a a b+b,b,| |a”ab, ba+bb] |ab,-b,a 0 
ಡ್ಮಿಡಿ*ರಿಡ್ಠಿ ೩ b+,” ೩ ಡಿ*ರಿಡ ೩, b+,” 0 ೩ದ್ಮಿ-ಯಿಡ 


we 
{100 
100 
ಇದು ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ಬಲಬದಿಗೆ ಸಮಾನಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ 


ಪ್ರಮೀಯವು ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 


(1) ಇದೇ ರೀತಿ, A ಒಂದು ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು / ಒಂದು 
ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆಯ ಏಕಮಾನ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. A ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು 
| ,4-)/! ಎ 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 


41 


Wo ಬೈ ಎ 1 0 
ಅಂದರೆ 4 ೬ |೩ ರ್ಕಿ ೧ | ಮಿತ್ತು 1ಇ|0 10 ಆದಾಗ 
270-8 0 0 1 
a,-h ರಾ C, 
| (4 -%1 ಇ | a4 bh €, | = 0 ಎಂದಾಗುವುದು 
ಡ್ಕಿ b, CA 


ಇದನ್ನು ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 
— A3+A2(b,+c,)+A(-a, ba, c,-b, cx+b, c, b, a+C, ೩) 


Ws 
+a, b,c,-a, b,c,-b, a,c,+b,c, a+c, a b,c, a,b) = 0 


ಅಥವಾ -1(b,+c,)-A(-a, b,-a, c,-b, c,+b, ಲ್ವ ದಿ, +೦, ೩) 


ಹ Tag: es ₹ 
—(a, b, c-a, bh c,-b, a c+b,c,a+c, a bc, a,b) = 0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಹಿಂದಿನ ಸಾಧನೆಯ ಪ್ರಕಾರ (ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶದಲ್ಲಿ 
ಮಾಡಿರುವಂತೆ) 


A°-A°(b,+c,)-A(-a, b,-a, c,-b, c,+b, ಲೃ b, ಡೃ*೦, ೩) 


(a, b, c,-a, b,c,-b, a c+b, Cc, a+c a bc, a,b 


3) = 0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. 8೯ ಕೆಡುಕೆ 


ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು, | A-A1=0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


ಗ್‌ 6%. 
1 -A -1 ='0 
2 -1 ಸ 


ಅಥವಾ A 61+4 ಎ0 
ಅಥವಾ (1-2) 02.22) = 0 


ಆದ್ದರಿಂದ 4ನ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳು 2, -1 + 3. ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 
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ಈ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4 ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು. | 4 -/| ೬ 0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


1-೬. 2 3 
0 —4-A 2 =0 
0 0 7-3 


ಅಥವಾ (1-%) (-4-%) (7-%) = 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ 4ನ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳು 1, -4, 7 ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


3.5.2 ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮ 
A ಒಂದು ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ 


1 
Eg Ko ಮತ್ತು /- 0 ಆಗಿರಲಿ. 
ಡಿ ರಿ, 0-1 


ಆಗ ಇದರ ಲಾಕ್ಟಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು, | (4 -%/| 0. ಅಂದರೆ 


a-A ರ್ರ 


=0 
ರೃ. 


ಡಿ 


ಅಥವಾ A-A(a,-b)) +a bh -b a =0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈಗ, ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ, ಸ 
ಕೋಶವನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಸಮೀಕರಣವು 


A-A(a-b)+l(ab,-ba)=0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು A" ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
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A+A(a,b,-b,a)=0 


—1 
ಅಥವಾ ಸಜ ಸ್‌ 
(a,b-ರಿ, ೩) 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ರೀತಿ, A" ಅನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅದೇ ವಿಧಾನವನ್ನನುಸರಿಸಿ 
ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆ ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ ` 


pS 

|| 
» ಲಿ -೬ 
© NN 
ಉ0 — Nn 


ಆಗಿರಲಿ. ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, ಸಿನ ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು | 4-1-0 
ಅಂದರೆ, A3- 612+ 71 +2 =0 

ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯದ ಮೇರೆಗೆ 
43 6 42, 74 . 2/0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಇದನ್ನು 4-' ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
A-—6A+71I+2A' =0 


| 
ಅಥವಾ A= [- 42. 64-7ಗ್ಯಿ 


ಎಂದಾಗುವಿದು. ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


A'=53 |-2 1 1 | ಎಂದಾಗುವುದು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 3.4 
8-6 2 


A ಇ |-6 7 -4 
2 -4 3 


ಈ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗಿನ ಕೋಶಗಳು ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾಮಿಲ್ಪನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ತೃಪ್ತಿಗೊಳಿಸುತ್ತವೆ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಕಾ 


(1) ೭ 
1 
1 


(1) 0.0 -b 


MW N 
ವ 
೧ 
ನಿ 
ನಿ 


nD 
| 

ನ 
ಗಾರ್‌” 


(ili) 1 


ovo 
ಥಮ 
ಬಲಲ 
ಲಿ 
೬. ೦ ೬ 


ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಕೆಳಗಿನ ಕೋಶಗಳ 
ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕೋಶಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) ಡಬ] We “ts za 
EE (ತ್ತ 
7 PE 
(iii) ಗು 03] ivy |o 1 2 
340 ಇತ್ತಿ. ಥಿ 
ಧತ್ತಿ ತಿ 12710. 
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ಅಧ್ಯಾಯ - 4 
ಸದಿಶಗಳು 


4.1 ಪೀಠಿಕೆ 


ವಾಹಕಗಳು ಅಥವಾ ಸದಿಶಗಳು ರೇಖಾಗಣಿತ, ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ, ತಂತ್ರಜ್ಞಾನ ಮುಂತಾದ 
ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ಲಿಷ್ಟವಾದ ಸಮಸ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಿಡಿಸಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿವೆ. 


ಸದಿಶಗಳಿಗೆ ದಿಕ್ಕು ಮತ್ತು ಪರಿಮಾಣ ಎರಡೂ ಇವೆ. ಸದಿಶಗಳನ್ನು ನಿಯತ 
ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ರೇಖಾಖಂಡದಿಂದ ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಬಹುದು. ಇದರ ಉದ್ದವು ಸದಿಶದ 
ಪರಿಮಾಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ಇದರ ದಿಕ್ಕನ್ನು ಬಾಣದ ತುದಿಯಿಂದ ತೋರಿಸಬಹುದು 
(ಚಿತ್ರ 4.1). 


A ಚಿತ್ರ 4. 1 
A ಯು ಆದಿ ಬಿಂದು ಮತ್ತು 8 ಯು ಅಂತ್ಮಬಿಂದುವಗಿರುತ್ತದೆ. 
> ಣಾ 
AB = .a ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದರ ಪರಿಮಾಣ 
|AB| = |21- ABಯ ಉದ್ದ 


ವಿವಿಧ ರೀತಿಯ ಸದಿಶಗಳು 


( ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶ: ಸದಿಶದ ಪರಿಮಾಣವು 0 ಆಗಿದ್ದರೆ (7೫ 0120) ಅದನ್ನು ಶೂನ್ಶ ಸದಿಶ 
ಸು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. Eg ಮೊದಲನೇ. ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಬಂದು ಬ್‌ 


ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ಗ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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(il) 


(iii) 


(iv) 


(v) 


4.2 


ಏಕ ಸದಿಶ: ಸದಿಶದ ಪರಿಮಾಣವು ಒಂದು ಆಗಿದ್ದರೆ ಇದನ್ನು ಏಕ ಸದಿಶ ಎಂದು 


ಇ — 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ, ಚ ಏಕಸದಿಶವಾಗಿದ್ದರೆ, |u| = 1, ಒಂದು ಸದಿಶ 
— 

೩ ಕೊಟ್ಟಿರುವಾಗ ಇದರ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶವನ್ನು '೩ (೩ ಕ್ಕಾಪ್‌)ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ 


ಸಮ ಸದಿಶಗಳು: ಒಂದೇ ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ದಿಕ್ಕನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸದಿಶಗಳಿಗೆ ಸಮ 
ಸದಿಶಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ವಾಡಿ 
ಸದಿಶದ ಯಣ ಸದಿಶ (ಅಥವಾ ವಿಮುಖ ಸದಿಶ) ಒಂದು ದತ್ತ ಸದಿಶ 8 ಆದಾಗ, 
ನಿ 


ಇದರಷ್ಟೇ ಪರಿಮಾಣ ಇರುವ ಆದರೆ ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶವನ್ನು ೩ ಯ 
— 
ಯಣ ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆವೆ. ಅದನ್ನು -೩ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ: ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದು ನಿಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ೦ 
ಸದಿಶವನ್ನು (0 ಮೂಲಬಿಂದು) ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(೫,y) ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ 


/ ಮತ್ತು / ಇವು ಎರಡು ೦% ಮತ್ತು ೦% ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. 


P(x,y) ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಂದು ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ೦ಗಿ ಯು ಗಿ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ 
ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 4.2). 


ಚಿತ್ರ 4.2 


> ಇ 
OP = r ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಚಿತ್ರ 4.2 ರಲ್ಲಿ, ಟನ್ನು ೬ -ಅಕ್ಟಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ 


. OM=x 


MN 
x - ಅಕ್ಷದ ದಿಕ್ಕಿಗೆ /ಯು ಏಕ ಸದಿಶವಾದುದರಿಂದ 
ದಾ A 
OM = xi 
NA 
y - ಅಕ್ಷದ ದಿಕ್ಕಿಗೆ /ಯು ಏಕ ಸದಿಶವಾದುದರಿಂದ 


— A 
MP=y 


ಸದಿಶದ ಸಂಕಲನ ತ್ರಿಭುಜ ನಿಯಮದಿಂದ 


> 2 2 OA A 
ಈಗ, OP= OM+ MP =xi+y 


> ತ A A 


೭೬1 =OP=xi+*y 

ದಾ — 

|r| = | ೦ಗಿ1 = YOM + MP 
= NX 


| NN 
ಆದ್ದರಿಂದ P(x,೪)ಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು OP = i+ /. 


ಇದನ್ನು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ (೫,೪) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ x,y ಗಳು 
ವಾಸ್ತವೆ ಸಂಖೈೆಗಳು. ಆದುದರಿಂದ ಒಂದು ಸದಿಶವನ್ನು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮವಾಗಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು. | 


ಗ 


P ಯು ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರುವಾಗ ಮೂರು - ಆಯಾಮಗಳ ವ್ಯೋಮದಲ್ಲಿ . 


/,], ಜ ಈ ಮೂರು ಏಕಸದಿಶಗಳು ೦ 0% ಮತ್ತು 02 ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. ೦% OY 
ಮತ್ತು ೦೭ ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಚಿತ್ರ 4.3 ರಲ್ಲಿ ೧1ನ್ನು X೦Y ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ॥//!ಿ/ ನ್ನು 
೫-ಅಕ್ಬಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ೭ನ್ನು y-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿಯೂ ಎಳೆಯಿರಿ. 
ಈಗ, ON=ML=x, NM=OL=y ಮತ್ತು 1/0 ಎ 2 


ನಿಯೋಜಿತ ತ್ರಯ (% y, 2) ನಲ್ಲಿರುವ ಮೂರು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ೧ ಬಿಂದುವಿನ 
೫- ನಿರ್ದೇಶ ಕ್ರ-ನಿರ್ದೇಶಕ, ಮತ್ತು 2-ನಿರ್ದೇಶಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 


ತ (6ೀ A 
~ ON =xi NM=yj 
> ಇ ಇ 
. OM= ON+ NM [OMN ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ] 


ಗ 
ಎ 204 Vj 


7 ಇಲ್ಲ 
೦ಗ - OM+ MP [OMP ಶ್ರಿಕೋನದಿಂದ] 


ಕಾಲಿ“. ಗ್‌ 
OP=xi+ yj + zk 
— Pa Pa Pa 
ಇದರ ಪರಿಮಾಣ, | OPl =lxi+ yi+ kl 
=N¥+y +E 


೧ ಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು (೫, ೪, 2) ಮತ್ತು ಇದರ ಪರಿಮಾಣ 5... ೫ 
(1) ಸದಿಶಗಳ ಸಂಕಲನ ಗುಣಗಳು: 

ಎ) — 

a=(೩4,ಡ್ಕಿ, ಡಿ) b= (b,,ರಿ, ರ) ಆದರೆ 


> = 
a+b=(a+b,, +b, ಕ್ಮ ರ್ಕಿ) ಆಗುತ್ತದೆ. 
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—— 
ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿರೂಪಣೆಗಳು : ೩ ಮತ್ತು ರಿ ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಎರಡು 
ಅಕ್ಕ ಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.4). | 
ಇಡಿ ತಿ ಅ >» > 
೦14೨ a ಮತು ೦8.0. ಆಗ 81 ರಿ ಯುಸದಿಶ ೦೦ ಆಗುತ್ತದೆ. 


ವಿ 


B C 
ವಾ 
b — 
b 
೧ ‘A 
ನ್‌ ಚಿತ್ರ 4.4 
ಸದಿಶ ಸಂಕಲನದ ತ್ರಿಕೋನ ನಿಯಮ: 
> 2 &4 
ABC ತ್ರಿಕೋನದ ಭುಜಗಳಾದ AB AN a ಮತ್ತು b ಎಂಬ 
ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಿದರೆ A೦ ಯು ಅವುಗಳ ಮೊತ್ತ ೩+ ರನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. (ಚಿತ್ರ 


4.5). 


c 
ಇಡು 
ಸಾರಾ 
ತ್‌ AB+BC=AC 
A B 
a 
ಚಿತ್ರ 4.5 


ಇದೇ ನಿಯಮವನ್ನು ಎರಡಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಸದಿಶಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 
ಒಂದು ಸದಿಶದ ಕೊನೆಯ ಬಿಂದುವು ಅದರ ಮುಂದಿನ ಸದಿಶದ ಮೊದಲನೇ ಬಿಂದುಎಾಗಿರಬೇಕು 


ಇ 2 2 2 = 
ಅಂದರೆ AB+ BC+ ೦೧. DE= AE 
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(2) ಸದಿಶಗಳ ವ್ಯವಕಲನ: 


— — 
a=(೩,೩್ಕಿಡ್ಕಿ)ಿ ಮತ್ತು b ಇ (ರಿದ. ರ್ಕ) 


ಇ ಇ 
ಷನ ತಗರ, ಹ) 


C 


ರ್ರ 


ಜ್ಕಾಮಿತೀಯವಾಗಿ (ಚಿತ್ರ 4.6) 


> ಡು > ಇ) 
AB=a ಮತ್ತು 40೩ ರಿ ಆದಾಗ 
> ಇ 2 
AB=AC+ CB 


ಪ್ರಿ. ಇದ್ರಿ“ ಬ್ರಿ 
ಅಂದರೆ, a = b + CB 


> > = 
ಅಥವಾ 8 - b ಇ 0ಡಿ 
ಯಾವುದೇ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನ 480 ಯಲ್ಲಿ 


> > 2 ಇ 
AB+ BC+ CA=0 
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(3) ಒಂದು ಅದಿಶದಿಂದ ಸದಿಶದ ಗುಣಾಕಾರ: 


ಎ 
a= (ಡೈ, ಡೈ) ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿದ್ದು 4 ಯು ಒಂದು esgic 


ಎರಾ 
ka = (Ka,, Ka) ಸದಿಶವು 8 ಸದಿಶದ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿದ್ದು ಇದರ ಪರಿಮಾಣವು ೩ ಯ 
ಪರಿಮಾಣದ / ಯಷ್ಟು ಇರುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 4.7). 


Q (Ka,, Ka,) 


4.3 ವಿಭಜನ ಸೂತ್ರ 


| — — ದಾ 

A ಮತ್ತು ಔ ಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳು 8 ಮತ್ತು ರಿ ಆಗಿದ್ದರೆ ಗ ಬಿಂದುವು 48 
ಯನ್ನು ಗಗ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸಿದರೆ ನಿಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಬಗೆ 
(ಚಿತ್ರ 4.8). 


AP m ನುಡ — 
ಎ = ಎ. ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ೦0೩A ಇ a 
PB n 
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ತಿ ಇತಿ 
“NAP ಎ m PB 

ಎ ಓತ, ಸತಿ 
ಅಥವಾ 0 (OP - OA) = 7 (OB - OP) 


> ಇ ಎಡ 
ಅಥವಾ (೧-೧) OP =n OA + m OB 


> ಜ್ಞಾ 
— na+ mob 
~“OP= ——————— 
mn 
ವನಿ 
ಮಧ್ಯಬಿಂದು: ಗಾ ೬ ೧ ಇ 1 ಆದರೆ ಗ ಯು AB ಯ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
ನ 
a+ 
ಆದುದರಿಂದ ಮೆಧ್ಯ್ಮಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು > 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1: ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಭುಜಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವನ್ನು ಅವುಗಳ 
ಶೃಂಗಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳ ಮೂಲಕ ಬರೆಯಿರಿ; ಮೆತ್ತು ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳ (ಶೃಂಗದಿಂದ 
ಆರಂಭಗೊಂಡ) ಸದಿಶಗಳ ಮೊತ್ತ ಶೂನ್ಮ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ABC ಎಂಬ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.9) 


> ಣಿ 2 ಇಡಿ > ದಿ 
೦4 ೬ &, ಲಗ - ಗಿ ಮತ್ತು ೦೦ ಇ ೦ ಆಗಿರಲಿ. 


(ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಮೂಲಬಿಂದು ಲಿ ತೋರಿಸಿಲ್ಲ) 


ಜ್‌ ಬ್ಯಾಗ 
D ಯು Bಲಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು b+c 
+ OD 
2 
> ೫ 
E ಯು 40 ಯ ವಧ್ಯಬಿಂದು a+c 
OE 
2 
> -ಾ 
£ ಯು 4ಔ ಯ ವಧ್ಯಬಿಂದು = ೩+ b 
| “OF = p 


53 


ಎಫ ಸಾತಿ ಕಾಫಿ ತಾಕಿದ. ಜ್‌ ಚಿ 
ಈಗ, ೦೧. OE+ OF =a+b+c = OA + OB + OC, 
> ಇ 
AD= OD- OA 
ಇ — > ಜಾ. ಾಃ 
b+ 0 ಣಿ b+c-2a 
= - ಡಿಮ 
2 2 
> 2. 2 
BE = OE- OB 
> ಜಾ. “ಅ ಜಾ ಜ್ಯಾ 
a+ Cc ಈ a+Cc- 2b 
kf 2 3 2 
ಮತು CF= OF-O0C 
> ಶಾ ಹಾ ಜಾ ಜಾ 
a+ b —> a+b-2c 
ಅ 0೦0 ್ರನದ 
2 2 


ಆದ್ದರಿಂದ ಮಧ್ಮರೇಖಾ ಸದಿಶಗಳ ಮೊತ್ತ 


ಎಣ ಇ ಇಣ್ವಣ ಇ ಣ ಣಿ _ಇಿ 
—> — > 04-0-28, a+c-2b A4೬8 2e 
ಸೊರ, OF =m ELTON 
2 ಹ 2 
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ಪಿ 
0 


2. ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಮೂರು ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳು ಏಕ ಬಿಂದುಸ್ತ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


— ಇಡಿ — 
ABC ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 8, ರಿ ಮತ್ತು ೭ ಗಳು ತ್ರಿಕೋನದ ಶೃಂಗಗಳ ಸ್ಥಾನ 
ಸದಿಶಗಳಾಗಿವೆ (ಚಿತ್ರ 4.9). 


ಇ ಇ 

b+ 0 

ದಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು ದರದರ ದರ 
2 


£ಯ ಸ್ತಾನ ಸದಿಶವು 


ಯ ಸ್ತಾನ ಸದಿಶವು 


ಗು 


ಡಾ 
ಹಗ?) 


—— 
ಈಗ ಸಿಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ ೩ ಮತ್ತು ರಿಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು 


G ಬಿಂದುವು Aರಿಯನ್ನು 2:1 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


> — 
2(b +c) — 
ಆಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು 2 ಬ ಬ | | > ಜಾ ಜಾ 
2 a+b+c 
2 +1 ತ್ತ 3 


ಈಗ, ಅಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶದ ಸಮಾಂಗತೆಯಿಂದ ನಮಿಗೆ ತಿಳಿದುಬರುವುದೇನೆಂದರೆ, 


— 
G ಯು BE ಮಧ್ಯರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ೦೯ ಮಧ್ಮರೇಖೆಯಲ್ಲೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ 
> ಇ, 
Kx D+ 
ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗಿರುವುವು. ಇದರ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು ಸಮ ಇಷ್ಟಷಷ್ಟ ಆಗಿದೆ. 
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3. ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣಗಳು ಒಂದನ್ನೊಂದು ದ್ವಿಭಜಿಸುತ್ತವೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಹಾಗೂ ಇದರ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಸಾಚ್‌ 
pe ಶಾ 


A B 
ಚಿತ್ರ 4.10 


0 


(i) ABCD ಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ (ಚಿತ್ರ 4.10). ನಾವು Aಲಯ 
ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಮೆತ್ತು Bರಿಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಒಂದೇ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 


ಶ್ವಾ ಜ್ಞಾ ಜ್ಯಾ ಜಾ 2 ಜಾ > — 
OA =a, ಇ ದಡಿ ಗಿ, ೦೮ ೬ ೦ ಮತ್ತು ೦ಗಿ- 6 ಎಂದಿರಲಿ. 


ABCDuಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಬುಜವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


> = > ಇ ಇ = 
AB = CD ಅಂದರೆ, ೦8- ೦೩ ೦೧- ೦೦ 


ಅಥವಾ 0 - 8 ಇ೧00 -:0 
> > ಇ &ಇ 
ಅಥವಾ 0 + 6 ಇ ೩ * ೦ 
> 2 ಣಿ. ಇ 
0 6 ಡಿ 0 


ಅಂದರೆ BD ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ೫ 40 ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 
(11) ವಿಲೋಮ ಫಲಿತಾಂಶ : 
AC ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು - BD ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆಗಿರಲಿ. 


ABCD ಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವೆಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
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ಈಗ, 60 ಮತ್ತು80ಿ ಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ABCD ಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 


— — 
4. ೩ ಮತ್ತು ರಿ ಗಳು AB೦DE್ಮF ಸಮಭುಜ ಷಟ್ಕೋನದ ಅಕ್ಕ ಪಕ್ಕದ ಭುಜ 
ಣಣ ಇಣಣ ಇ — ೯ ಾಾು 
ಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 0೦೧, DE, ೯A, 40, AD, AE ಮತ್ತು 0£ ಗಳನ್ನು ೩ ಮೆತ್ತು ರಿಗಳ 
ಮೂಲಕ ಬರೆಯಿರಿ (ಚಿತ್ರ 4.11). 


E D 
/ 
F 
ದಾರಿ 
0 
ee ರ ಸದಸ ಎರೆ 
B 
ಲಃ ಇ 
ಚಿತ್ರ 4.11 


3 esd ತತ 

AB = aಮತ್ತು B0೦ =-bಎಂದಿರಲಿ. 
ಹ 
ಸಟ ಇ ಟೌ ೬ ಔಲಿಇ 838 ಈ * ಆ. UR (1) 


ಈಗ, 401 80 ಮತ್ತು 40 2 80 


ಇ ಇ 

x AD = 2b .. (2) 

> ಣು ಇ 
ಈಗ, AD = 40 . CD 

> ಇ > ಇ 

ಅಂದರೆ, 20 = a+ b+ CD [(1) ಮೆತ್ತು (2) ರಿಂದ] 
ಅಥವಾ 0 - ೩ ಇ 00 ಎತತ 
FA I DC ಮತ್ತು FA= DC 


> > 2 
~ FA = DC ಅಥವಾ 842-೧೦೦ 


ತ ಅತಿ ಷಿ 
FA=a-b [(3)ರಿಂದ)] 


DE ॥ BA ಮತ್ತು DE= BA 


> ಇ > ನು 
. DE=-AB ಅಥವಾ DE=—a .... (4) 
> > ಕ್ಲ್ಟ್‌ 
ಈಗ, CE = CD + DE 
ಇ > ಇ 
ಇ. ಗಿ- ೩೨ ೩ [(3) ಮತ್ತು (4) ರಿಂದ] 
> 3. 
= b- 2a 


ಹಾಗೆಯೇ ೯೯ CB ಮತ್ತು EF = CB 
ಹಾ ದ ದು 
EP's = BC = —b 


> — = 
. 4೯ ೬ ಓ೧ . ೧೮ 
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ಸೇ ೀ6 
a 


= 2b- [(2) ಮತ್ತು (4) ರಿಂದ]. 


5. A,B,C, ದಿ ಎಂಬ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಣ ಎಣ ಣಿ ಇ ಣ ಣೃ ಣ ಣು ಇಡಿ 
a ಗಿ, 28 - 3ರ ಮತ್ತು ೩ - 2ರಿ ಗಳಾಗಿವೆ. AC, DB, BC 


ದಡ -5 ವ 
ಮತ್ತು 04 ಸದಿಶಗಳನ್ನು 8 ಮತ್ತು ರಿ ಗಳ ಮೂಲಕ ಬರೆಯಿರಿ. 


ಈಗ ೦ ಎಂಬುದು ಮೂಲಬಿಂದುವಾದರೆ, ಸ್ವಾನದಿಶಗಳು 


ಇ ಇದು Xo ಇಣ ಇ ಇ. ಣಿ 
೦4 ೬ 8, ೦8 ೬ ಗಿ, ೦೦ ೬ 28 * 3ರ ಮತ್ತು ೦೧ ೬ ೩ - 20 


| 4.4 ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ಹ್‌ ಟಟ ಲ್‌ಿ AN ರಡು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ 
a= a,, , ಈ ಸೆ = | | ಐ ದಿ ಅದಿ 
ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಓಟ WTS 


> ಇ 
a. b=ab+ab+aD, 
ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಸದಿಶವಲ್ಲ ಉದಾಹರಣೆ : 


ದಾ ಡಿ 
8 (1, 2, -3) ಮತ್ತು ಠಿ (3, -1, 2) ಆದರೆ 
> ತ್ಯಾ 
೩ . b=13+2(-1)+(-3)(2)=-5. 
ಜ್ಯಾಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದದ ಅರ್ಥ 
> ದಿ 
a ಮತ್ತು ರಗಳು ಎರಡು ಶೂನ್ಮವಲ್ಲದ ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 


ಕೋನವು 9 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.12). 
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ಇಇ 
ಆಗ, 8 * ರಿ ಯುನ್ನು ಹೀಗೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸುತ್ತೇವೆ: 


ಸ 


> ಜ್ಯಾ ಜಾ ಫ್ಯಾ 
a . b= lal |01 ೦0೦906 


ಚಿತ್ರ 4.12 


ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ : 
ಇ ಡಿ 
() 8 . ರಿಯು ಸದಿಶವಲ್ಲ 


— 
(1) 6 ಕೋನವು ಲಘು ಅಥವಾ ಅಧಿಕವಾದಾಗ ೩ . ರಿ ಯು ಧನ ಅಥವಾ ಯಣ 
ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಣಿ ಇಿ ಇ 
(i) 8. ರಿ ರಿ. ೩ ಅಂದರೆ, ಆದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ 


ಶಾ ಜಾ ಜ್‌ ಜಾ 
(iv) 8 ಮತ್ತು ರಿಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ 8 . b=0 
ಏಕೆಂದರೆ, ೭೦s 90° ಎ 0 
ಶಾ (ಜಾ > — ದ — 
Vv all ben a.b=lal IB! 
ಏಕೆಂದರೆ ೭೦s 0° ಎ | 


ಣಾ — ಇ ಣಿ — 
೪) 6.8 ರ! 8!!81 = 1813 
ಗಜ 
(vi) ಏಕಸದಿಶಗಳ 1 /. k ಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದಗಳು ಹೀಗಿರುತ್ತವೆ : 


N 


A 0 AN Pa A A 
iii=lif=1, j.j=1 ಮತು k.k=1 
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A A N 


i / ಮತ್ತು k ಗಳು ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


rs 
/ 


0 


ug 


ಇ 


|| 
೦ 
ತೂ 
|| 

೨ 


|| 
೦ 
ತೂ 

bce? 
|| 


0 


a a a a A A 
=ಡಿ/*ಡ್ಮಿ 13 ಕಿಟ ಮತ್ತು b-ರಿi+ ರ್ವಿ/- bk ಆಗಿರಲಿ. 


NA NA NA a 


A NA 
(8,1 ಡ್ವಿ/- ak). (D,i+ bj + ರ್ಕಿ 


A A AN N AN A A Pa 
= ai(bi+bj+bk) +a. (bi +b, +b,k) + 
N NN AN AN 
ak (b,i+ b,j ರ 


pla ಭ್‌: A 
= ab,(ii)+ab,(ijp+a,b,(i. K) 


N 


೩b, + ab,( ‘+b, .ಓ 
+೩, (k.) ಇ ಡ್ಶಿದ್ದಿ (k "} “ಡ್ಯ b,(k ಗ 
= ab(1)+a,b,(0)+a,b,(0) + a, b,(0) + a, b,(1) 


+a b(0) + a,b,(0) + a,b,(0) + a, b,(1) 
ಜಾ ಜಾ 
~a.b = ab+ab+tab= 2 ಕಗ, 121,2,3 
4.5 ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 
— ದು 
8ಎ (ಡೈ, ಡಿ, ಡೈ) ಮತ್ತು ಠಿ ಇ (ರ್ಕಿ, ರಿ, ರಿ) ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ಅಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದವು 


des A A A 
axb=i(ab,-&ab)-/(ab,-ab)+k(a,b,- a,b) 
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Ka, ' 

1) ಈ... _೪ೂ 
f ಕ್ಕೆ (1 ॥। 
1% 


ಈ y wp 


“& «5 
| + 
<p ಟು 
fy 
ಇನ ಎ 
i | 


NA 


A 


7 
/ 
(1) 
ಈ 
ತ್‌ 
pS 
ಇ 
ತಾ 
+ 
೨ 
೭ 
~~ 
| 


4 
= 1 (15-24) 


A 
-28)- 17k 


3 

<A 

ತ್ಯ 

Po 

ದ 

ತ್‌ 

ಹ್‌ ಯ 

sy 

4 4 (() ಇಂದ್‌ 

ಳ್ಳ ಆನ್ಸ್‌ 

cH ಇ್ಥ 

6.೧ * ಸೈ 

ಗ್‌ ke 

7 ೌ 
1 
p: 
7a 


A A 


A 
= Qi+28j+ 17k 


ಡಾ ಣು 
= -(ರಿ»೬ ಈ) 


x ರಂ 


ು 
“೩a 


ಚಿತ್ರ 


| 
Pate p 
RADE 

ರು Ke C 

(3 $ 

Ns 

NR: 

1][8 

“Wy ಟೆ? 

| 1)! 

ಗ AT N 

Wis 

ಅ ತ್ನ 

ಗಿ 

1 1 ಇ 

ಬ Wg ' 

d ಮ ಸ 

[WS " Ki 


8". 


(ಏಕೆಂದರೆ 1 712 1) 


x 01ಎ 8ರ ಈ 0 


೨ — 
ಈ 
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= OA. OB .4೧9 
= 0408 ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ. 


ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಪರಿಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ : 


ಇ. ಇ 
() 8 »« ಠರಿಯು ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 


ಇ. > 2 ದೃ ಗಿ 
li) 08-101! 181 sn(-n) 
ಅಗ ಕ್‌ A 

೩18! lhl ೨/1 0/7 


ನಾ ರ ಬಟ 
ಅಂದರೆ, 0 ೫೬ ೩ ಇ - (8 ೫ ದಿ) 


ಇ. ಇಿ 
(11) ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದವು ಅಪರಿವರ್ತನೀಯವಾಗಿದೆ. ೩ ಮತ್ತು b ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಇದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 


ತ > ಇಡಿ ಇ 
laxbl=lbx al 


“ಅ ಇ 
(iv all 0 ಆದರೆ 920 ..sin6 =0 


> ಜಾ 
a x50 
> > ಇ 

೪): - ಡಿ.೫. ಈ ಕುಳಿ 

— ಜ್ವಾ 

(vi) al’ ರಿ ಆದಾಗ 0.901 $೧0921 
ಕ್ಯಾ ಕ್‌) A 
RMR ತಗ 
— — 


ಇಲ್ಲಿ ! 8೩1 ಐ ೩,1 bl ='ರ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


NA 


Pa Pa ; 
(vil) ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾದ /, / k ಗಳ ಸದಿಶಗಳಾದ ಗುಣಲಬ್ಧ ಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 
Pa Pa Pa 
೫.1೫0 kx k=0 
Pa 


1% A A 
xJ = lilljlsin90° | 
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1 
k ಮತ್ತು, ಆಗ 


ಚಿತ್ರ 4.15 


ಇ NA A A 
೦ = b, i+b,j + b, Kk ಆಗಿರಲಿ. 


ತ ಕೆ VN 
(a,ji+aj+ak)x(b,i+D,j+ DK) 


A N A AN MN A A N 
ajix(b,i+b,j+b,k) +a, jx (b,i+b,j+ b,k) 


AN Pa Pa MN 
+akx(b,i+b,j+ bk) 


MN 18 A AN Pa NM 
= ab(ix/+ab,(ixjp+a,b,(ixk) 


A A A NA. A 
*abYxn+ab,(x)+ab, xk) 


NA N 


PE NAN 01 
+ab(kx+ab,(kxp+ab,(kxK) 


ಆ A NA 
= ab, (0+a,b,(k)+a,b,(-) 


ಸ್ಮ 
*- ಠಿ ರ(-ಓ*0 


N A N 
+a b(+ab ()+ab,(-) +0 


4 
ಎ1(ಡೈಗ್ಮಿ-ಡ್ಮಿ 


b 


2 


AN N 
)-/(ab,-a,b,)+k(a,b,-a,b,) 


65 


ಹ ಟಚ್‌ 
— ೫೫೭೬ 11] K 
a೩xರಿಎ|೩ &್ಮ ತ್ವ 
b, ರ್ಕಿ ಗ್ಶಿ 
| 14 
IX La 
(ix) 0080 = ಮತ್ತು 8/೧ 0 = 
=} — — 
lal 101 | 
— ಇ 
A “FET, 
1 ಎ 
ರಾ ರ್‌ 
ಡಿ x b 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
~~ ಡ್‌ ——} EY ವ್ಯ ತ್ರ, 
1 a ಇ 2/43/-6 ಮತ್ತು b = 3/-4/5/ 
"ಆದಾಗ ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ : 
ae ce 4 NEA 
fe een eS (il) 0080 (iil) a+b 
er ಟ್‌ ANN ಜಿ ES 
(i) a .b = (2i+3-6).(3/-4/+ 5k) 


= (2) (3) + (3)(-4) + (-6)(5) 


= -36 
J ಎಇ) 
(ii) ಜಿ ತು 
cos 0 = 
— > 
ಕ ್‌ ಕ 
ES ES SNELL NR EN 
| 8! ಎ1 (2)₹. (3)? (-6)? = 149 =7 
ದಾ ಸು ಮಾರ ಜರ್‌ ಹವ ಹ ಹಸೆ 
| 0| ಎ1 (3)2.. (4). (5) =A50=5¥2 
36 36 1812 
cos 0 ಇ at MT 
7150 35:12 35 


ಶತ ಎ ಕ್‌ 
(iil) A a A b 
a= 0 = 
— — 
| al | bl 
Pa Pa Pa Pa Pa Pa 
A 2i+ 3/- 6k A 3/- 4j+ 5k 
AE ————————————— ಮತ್ತು b = 
Y 4+9+36 J 3242-52 
Pa Pa Pa Pa Pa Pa 
A 214 3) - 6k A 3i- 4j+ 5k 
ಔ =———————— ಮತ್ತು 
7 512 
Pa Pa Pa Pa Pa Pa 
A A 2i+3- 6k 3/- 4j+ 5k 
atD=———— + KE cE 
7 512 
— NAN UN NA ಇ — 
ಈ. a ಇ 3/-2/4ಓ b=2i+3/) ಆದರೆ ೩ಮೆತ್ತು ರಿ ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಣಾ 
ಈಗ, a.b=6-6+0=0 
> ತಾ 
.. & ಮತ್ತು ರಿ ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ. 


ಇ A RN ಎ) NONE 
3. a =2Ai+A-4k ಮತ್ತು 0 ಇ Ai-2j+ kK ಸದಿಶಗಳು ಲಂಬ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ ಸಿದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


— — ಹಾ ಚಾ 

a ಮತ್ತು ಠಿ ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ 8.0 = 0 
— .— 

ಅಂದರೆ, 8 . b,=21-2h-4=0 

ಅಥವಾ A-A-2=0 

ಅಥವಾ (A-2)(A+1)=0 


ಅಥವಾ ೫ಎ 2, A=-1 
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ಅ A A 
4 2 ಎ ಗೈಗ್ಯ 1 b=2i+3-k ಅದರೆ ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಕಂಡು 


ಇತಿ ಎಡಿ ಇಷ ಹ 
() axb (06/೧9 (ii) a ಮತ್ತು 0ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸದಿಶ 


pe 


Pa Pa Pa 
ಎ ಇ SR 
ಈಗ axb =|3 1 1 
5೫... ಜನ್ನಿ 
Pa AN Pa 
= 1(-1-3) -/(-1-2) +k (3-2) 
A NUM 
= 4i43+k 
ಎ ಇ) Sip 
(ii) lax bl Y16+9 +1 26 13 
sin 0 = ಜಾ LE ಚಿತಾ“ 
> — ನ್‌ ಎ ವ 
lal 10! {3 114 42 Y 21 
ಜಿ ಸಾ ಗತ PE 
(ili) A ತ್ತೆ -4/ ಇ ತ್ರ/ +k 
10 ಹ್‌ om 
ಇ ಇ ಬಾ 
lax bl! J 16+9+1 
1 ORY ಬಾ 
=— (-4i+3+hH 126 
1 26 


> ಜಂ 
ಸದಿಶವು 8 ಮತ್ತು ರ ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 
5... 4, 8,0,0 ಬಿಂದುಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳು 


N NA N AN NUNN NA AA 
i+j+k,2/+3), 3/+5/- 2k ಮತ್ತು ॥-/ ಆದರೆ 


ABI\' CD ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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ಈಗ, ಲಿ ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದರೆ 


NANA ಕಾವ ಖ್‌. ON 
OA=i+j+k, OB=2i+3 


N 


ಎ ರೇ. ೫ ;' ಇಸ A 
೦೦೬ 3/-- 5/- 2k ಮತ್ತು OD =k-j 


ಚಾ "ಶಾ ಜಾ NA ANA 
ಈಗ, AB= OB- OA=i+2j-k 


yy ಜಾವ A ಇತ್‌ MK 
CD=OD-O0OC=-3i-6j+ 3k 


MN Pa Pa 
KET Kk 
FT EE ಡು 2-1 
3-858 
Pa Pa MN 
= 1(6-6) _/(3-3) +k (-6+6) 
Pa Pa Pa 
= i(0) (0) +k (0) =0 
ಸೊ "ಮ 
*. AB ॥ CD 


aac Mea A A A 
+2) +3k ಮತ್ತು 3/- 2] +k ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಎರಡು ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ 
ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಹ ಣ್ಣ್ವಾ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ 1೩ x ದಿ! 


> — 
a xb 


ಇ ಯ) 


MN N N 
8/+ 8) + 8k 


me ಭದ 
”. ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ18 x 01218 (14141) 28 13 
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py 4 A A 
“ತ - 3/4 4/ ಮತ್ತು ರ --5/+7/ ಇವೆರಡು ಸದಿಶಗಳು ಎರಡು 
ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಅಕ್ಕ ಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ = % ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಇ — 

=% 18 «ರಿ! 

ಹಾ ಜಾ 

ax b= 


ಟು 
i 
ಲಾ ದಾ 016 
1 
ಡು. 
pes 
NN 


ಅಥವಾ laxbl=41 
41: 
ಆದ್ದರಿಂದ, ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ ಜಾ 
Ce EY NA N A 
3/.-/-2/ ಮೆತ್ತು /- 3/+ 4k ಇವು ಎರಡು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ಕರ್ಣಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ABCD ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದಲ್ಲಿ 
D | ಲ — ಹ 
ಮಂ AC=3i+j-2k 
NA A 
ಹವ ಮತ್ತು BD=/-3j+ 4k 
ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ, 4.16). 
A B ಲ 
ಚಿತ್ರ 4.16 
ABCD ವಿಸ್ತೀರ್ಣ =-4ಸಿ*x ೮೦೧ ಯ ಪಿಸ್ನೀರ್ಣ 
೫ = 
=4x% ಲಲ OD 
— ದ 
=2(% AO) x(% BD) 


> = 
=% ACx BD 
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ಡಾ ಇ 


AA 

NY 
ಈಗ, ACx BD ೬ |3 1-2 

Kr ಡಿ 


MN Pa Pa 
=-2/-14j- 10k 


-. ABCD ಮ್ಮೀರ್ಣ = % {44196 + 100 


=% 1೫ 300 
ಎ51 3 ಚದರ ಮೂಲಮಾನಗಳು. 


A A 

9. a ಮೆತ್ತು b ಎರಡು ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದು 8 ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವಾಗಿದ್ದರೆ 
A ಗಿ 

sin (0/2) =% (8- ಗಿ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

A ಶಾಟ ಗ. 

OA =a ಮತ್ತು OB = b ಆಗಿರಲಿ. 

~~ A A 

“BA=a-b 

ರ್‌ NA 

|IBAl=1BAl=l1a-bl 


Pa A A Pa Pa Pa 
(BAB=(a-b)(a-b)=#+b%-2a.b 


ಎ141೨214110| cos 0 
ಅಂದರೆ, 842 = 2(1-cos 0) =2.2 sin? (0/2) 
- BA=2sin (0/2) 
ಅಥವಾ % BA = sn (0/2) 


MN MN 
ಅಂದರೆ, % 18-01-60 (6/2) 


ky ಕ್ಲಿ 2 A, 
10) a+b - b ಆದರೆ ೩ಮಿತ್ತುರಿಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
ಕತ | ಬ ತಾ) 
ಈಗ |8 4% 0/2 =|a-b| 


> ಡು ಇ ಣು ಣು 
ಆಸ ಸ ಸ.ಷ್ಟಿ ಎ೩ (೩-0). (೩-0) 


ದಡ — ಎ — 
ಅಂದರೆ, ೫0 *28 .ರಿ = ತಗಿ -28 . ಠಿ 
ಡಾ — 
ಅಥವಾ 4 8 . ಠಿ ಇ 0 
ಇ — — — 
ಅಥವಾ 8 . ರಿ ಎ 0. .. ೩ ಮತ್ತು ರಿ ಲಂಬವಗಿವಿ 


4.6 ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದ (ಸ್ಕೇಲಾರ್‌ ಟ್ರಿಪಲ್‌ ಪ್ರಾಡಕ್ಟ್‌) 


— > ಇ 
a, b,c ಗಳು ತೂಪ್ಮವಲ್ಲುಘ ಮೂರು ಸನಿಗಳಾಗಿದ್ದರ. ೩.ಟರಿೀ೦ ಆ 
| —- 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದ ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ೩ ರಿ ೦ ಎಂದೂ 


ರಾ A A A 

ಈಗ, a = ai+&/+k 

ರಾ A A A 

b = bi+b,j+b,k 

ಇಡಾ A A A 

C= c,i+cj+ ck 

ಣ Xp 
ಆದಾಗ ೩ . (bx 0 ಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯೋಣ 

A A A 
er ಹಾ (! ] Kk 
bxc= b, , ರ್ಕಿ 
ಲ 22. 


N A A 
=1(b,c-b,c)-j(b,c-b,c)+ (ರಿ, ಲ್ಕ-ದ್ಮಿಂ) 

ಇಡ ಇ 

a.(bxo) 

ಆಕ ಲಃ A 
=(ai+aj+ak).i(b,c-b,c)-j(bc-b,c) 


A 
pe (ರಿ ದ್ರಿ b, ೦) 
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=a(b,c-b,c)-a(bc-b,c)+ a(bc,- b,c) 


os er de ಡಿ ೩ ಹಿ 
~a(bxoc) ಇ ರ್ಕ bb, 
C, C, ಲ್ಕ 


ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ 


ಹಾ ಜಾ ಇ 
(1) a. (ರಿ « 0 ಯು ಸದಿಶವಲ್ಲ; ಇದೊಂದು ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 


—> > 
(11) ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿ ೩, ಡಿ, ೦ ಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ ಈ ಸದಿಶಗಳ 
ಅಧಿಕ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


ಣಿ ಇಣ ಇಣಾಣ ಣು ಇಣ್ಯಣಣ ಇ 
a‘ (bxc}.=.b.i(cxa)=c(axDd 


ಇ ಇಣುಣಣಣಣ ಇಣಣ್ರಣ 
ಅಥವಾ (8 DEB afc a ೫ 


ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಹೀಗೆ ಸಾಧಿಸಬಹುದು: 


ಇಡಿ ಇಡಿ ದಾ 
6:03 ಲಿ.:ಇ 


0 0 b, ಮೊದಲಿನ ಎರಡು ಸಾಲುಗಳನ್ನು 
=-—/|a a a ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿದಾಗ 


bh) ರ್ಕಿ, ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ 
=+ |೦|. ೦ | ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು 
ಈ, ೩ ಡ್ಠ! ಮಾಡಿದಾಗ 


(iii) 


ಇ > ಇ ಇ ಣಿ ಇ ಇ > 
ಅಥವಾ [8 0 0 = (ರಿ ೮: ಹ ಆ!'|[0 7೧ಊ|ಇ 1 ಈ 


3 ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದರೆ 
ಅದರ ಬೆಲೆ ಸೊನ್ನೆಯಾಗುವುದು. 


ಇ. > ಇ 
ಉದಾಹರಣೆ: [೧ b 0೧] = 


(ಎರಡು ಸಾಲುಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದು) 


(iv) ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಅರ್ಥ 


ಸರ 


ಘನಾಕೃತಿಯ (ಪ್ಕಾರಲಲೋಪೈಪೆಡ್‌) , ಒಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಕೂಡುವ ಅಂಚುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಇ ಇ) 


೩ *(ರಿ 
ಹೇ, 


ಡಾ. ಡು 
a ರಿ ಮತ್ತು ೦ ಗಳು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ (ಆರು) ಮುಖಗಳ 


—— 
* 0 ಯು ಇದರ ಘನಘಫಲವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. (ಚಿತ್ರ 4.17) 


1 5. 7 ಟಿ / ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ (ಆರು) ಮುಖಗಳ 


| — — 
ಘನಾಕೃತಿಯಾಗಿದ್ದು ಅದರ ಒಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಅಂತ್ಮಗೊಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳು ೩ ದ, ೦ 


ಯಾಗಿವೆ. 


OP =b, 


O೦ಔ=-೦ ಮತ್ತು ೦೪-೩ (ಚಿತ್ರ 4.17). 


ಹ ಜಾಂ 
0 « ೦ಯು ೦0ಗಿದಿಗ ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 


— — 
b ಮತ್ತು ೦ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ೩ ಎಂದಿರಲಿ. ಅಂದರೆ, POR = 0 


ವಾನಿ 
a ಮತ್ತು 


ಹಾ ಜಾ 
bx 0 ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 9 ಎಂದಿರಲಿ. 
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WM ರೇಖೆಯನ್ನು ಸಮತಲ OPORN ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 
ಚಿತ್ರ 4.17 


ಇ. ೫ ಇ ಡಾ ೫ ಇ 
RTE OYE 8] 1018 61 086 
ಹಾ ಡಾಃ 
(OVcos8) | bl 101 sina 
(VM) (OP) (OR) sin a] 


(ಘನಾಕೃತಿಯ ಎತ್ತರ) (೦P೧ಗನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ) 


ಏಕೆಂದರೆ, cos8 = WM/ OV 
WM = OVcos8 ಇ ಎತ್ತರ 


ಇ ಇ ಇ 
~a.(bx 0 ೬ 0೧೧೦೧570/ ಯ ಘನಫಲ. ಇಲ್ಲಿ OPQRSTUV ಯು 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃತಿಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ಣು 
(೪) a, b, ೦ ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆಗ ಘನಫಲ ಸೊನ್ನೆಯಾಗುವುದು. 


ಇ ಇ ಇ 
"೩ . 0 x. 


ಆದ್ದರಿಂದ 3 ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮಿತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳ ಅದಿಶಗುಣಲಬ್ದವು 
ಸೊನ್ನೆಯಾಗುವುದು. 


:4,7 ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ (ವೆಕ್ಟರ್‌ ಟ್ರಿಪಲ್‌ ಪ್ರಾಡಕ್ಟ್‌) 


ಣಿ ಇ > (ಇ 2 
8, ರಿ, ೦ ಗಳು 3 ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 8 * (ರಿ « 0) ಆ3 ಸದಿಶಗಳ ಸದಿಶ 


ಗುಣಲಬ್ಧ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
15 


ಇಇ ಇ ಇಢಿ 
ಪ್ರಮೇಯ : ax (02% 0೩8.0 b-(a.bc 


ಇ A A NA 
ಸಾಧನೆ a= ai+aj+ak 
— A A A 
0 = bi+b,j+b,k 
ಆ A A A 
ಮತ್ತು c= cji+c,j+0k ಆಗಿರಲಿ. 
A A Pa 
| — — 1 Kk 
ಈಗ, bxcs= bb, ಡ್ವಿರ್ಮಿ 
C, C, ಲ್ಕ 
ತ ರ ey 
=i(b,c,- b,c) -j(b,e-b,c,)+k(b,c,- b,c) 
AN Pa NA | 
> > ಇ i ತ] ಕ್ಲ k 
EE ೫ ಈ್ರಿಹ ಿ, a 


ಡಿ 3 
lb,c,-bc, bc-bcy bch, 
4 
=Z[a(b,c,-b,c)- a(b,c,- b,c) i 


MN 
ಎ). [ಡಿಗ್ರಿ ೦-ಡ್ಡಿಗ್ಧಿ ಲ-ಡ್ಮಿರ್ಕಿಲ- abc] 
[೩, ರ, ೦, ನ್ನು ಕೂಡಿಸಿ ಮತ್ತು ಕಳೆದಾಗ] 


; NA 
=Z[abc+abcy+abc-(abc+ab,c,+ab,c)i 


1 


A 
=Z[(ac,+ac+ac)b-(ab+ab,+ab)c)i 


> ಡಿ... ಒಣಿ 2 A 
=(a.0)Zbi-(a.bcii 
> 22 > > 
Sd 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮುಖ್ಯವಾದ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿಸೋಣ 


ಭ್ಯ 3೫೫ ಡು 
(1) ax (bx 0) ಯು ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿದೆ 


> ಸ್ಯಾ 2 7 ಜ್ಞ ಜ್ಞಾ 
(ii) ax (bxoc)z(axbxc 
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ಅಂದರೆ, ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಸಹವರ್ತನೀಯವಲ್ಲ. 


ಇ ಇ ಇ ತ > ಇ 
(8೫೬ 0) ೨0 ಇ -0 28 (8 ೬« ರಿ) 


ಣುಣ 2 
-[(೦. 0) a-(c.a) b] 


ಇ ಇಣಣ ಇರ ಣ ಇ 
«(Ce CTC DD a 
> ೫ ಇಿ 

= (8.0 ಓಡಔ..ರಿ ೮೩ 


ಣ ಣು 
= &x(0._x 


} 


} 


~ax(bxas axDxc 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
me ೀಗ್ಗೆ ಜಾ A 
1. ಡಿಎ 3/~2/+ 2k ಗ್ಯ 6/% 4/- 2 ಮತ್ತು ೦ಎ -3/- 2) - 4k 


> 
ಡಿ ax (0ರ « 0) ಮತ್ತು (8 ೬ ಗಿ) « ೦ ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದಾ > 2 ಣಣಣ ಎಣಣ ಣಿ 
ಗ್‌ ಶಿ (8. 0 0- (8. 0) ೦ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ 


— — 
a. c=-9+4-8=-13 
ರಾ —y 
a. b=18-8-4=6 
ey ಚಾ ೫ಾ್‌ Ar NE. tN 
~(a.0) b=-13(6/+4-2k) 
A: A 
=-—78/- 52) + 26k 
ವರರ 


ದವಾ ಚಿ ಗಾ: As 1M A Kk TA 
(a.b 0 ಎಇ 6(-3/-2/- 4/0 ಎ -18/-12/- 24% 
er ಶಿ ಷ್ಟಿ, ಕ ಡು ಅಡಿ A A A 
(8.0 0- (೩. 0) 0 ಇ-60/- 40/--60/ 
Pa N Pas 
=-—20(3/+2)- 3K) 
Wp ತಾ > ವಪ ಗ — ಣಿ ನಿ ತಾ | ಜ್‌ — 
AE ಓೈ)* 01೬ (೩ .; SE EE [ರಿ,. ಯ ೩ 
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— AU ANA 
(8. 0 b =-13(6/+4j/-2k) 
NAN MN Pa 
= 78/- 52j + 26k 
> 2 AW A 
(ಗಿ. ಛಿ a =-183/-2j+2k) 


Pa Pa Pa 
=—54/+ 36/- 36k 


ಗು 0 ಇರ ಉಂ ಹವ್ಯಾಸ ಇ,” ಜ್‌ A 

(8. 0 b-(b.0) a =-24i-98j+62k 
> 2 222 2 

lax b bxc cxa=la b ಈ! ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಇ > ಇ ಇ ಇ 

LHS=ax b.[(bxo)x(cx a) 

> ಇ ಇ 

0 ಎರಿ 0 ಎಂದಿರಲಿ 

> ಣಾ ಣು 


LHS = ಢ್‌ x ಸೆ (೧ ೬ (cx a) 


ವಾ ಪರೀತ 
ಎಣ x b).{(p.a) ೦-(0.0 8) 


se ಅಗ್ತಾ ಭಾ ಯಬ ಚಾನ್‌ ಜಾಯಾ 
=(ax b).{(a.p)c- (0. 0) ೩) 


ಎ ಣನ ಣಾ ಣಣ್ಣ ಣಿ ಇ್ಲಣಿ 
ಎ (8 ೫೬ 0). [8.(0 « ಛ0(1೦-0 (ರ ೬ 0] a 


— — 
={(ax b).c} [a 

ಣಣಣಣಣು ಇ 
ಇ [8೯ be 0 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


IF ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃತಿಯ ಒಂದು ಮೊಲೆಯಲ್ಲಿ 
Pa Pa AN PM NM Pa 
ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳು 2/- 3/+ 4k, /+2/- k ಮತ್ತು 3i- j+ 2k 

ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಘನಫಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


= 2(4-1)-3(243)44(-1-6) =-7 
ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 


ಘನ ಫಲ ಇ 7 ಘನಮಾನಗಳು. 
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2. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ರ NM 


NA AN A Pa 
i+j-k, -i-5j+k -1-9/*7ಓ 


> 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಾದ ೩, ಡಿ, ೦ ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರಬೇಕಾದರೆ 


ಇ ಇ ಇ 
0) 


8. (0 0 = 0ಆಗಿರಬೇಕು. 


ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧವು ' 
1 1-4 


A SA 
sl ಸ; 


= 1(-35+36)- 1(-744) 
—1(9-5) =0 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


A NA ಕ ಟ್ಟು A NA A N AN 
3. 3/4 9/ -2k i+2+5k 2i+1+ 10K ಇವುಗಳು ಒಂದೇ 
ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಇದ್ದರೆ ಗದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇ ಇ ಇ 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಾದ 8, b, ೦ ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 


ಇಇ ಣಿ. 

ಔ. {Dx Ol. 

ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ 3 ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದವು 

-2 
ML 


10 


ಅಂದರೆ, 3(20-5A) - 9(10-10)-2(A-4) = 0 
ಅಥವಾ 60 -151-2A+8=0 
ಅಥವಾ 17% = 68 
ಅಥವಾ ೫೩ಎ. 
4. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ne SY ಇ. 111 NA 
A (4i+8j+ 12k) 
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E,W, 
B (2i+4j+ 6k) 
py ಗ ಎಟ ಬ. ಪಿ 
೮ (3i+5j+ 4k) 
ಆಲಿ NON ೫ 
೧ (5/- 8/.-5/ 
ಈ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಸದಿಶಗಳಾದ 
ಜ್ಯಾ — — 
AB, AC ಮತ್ತು 40 ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 
> ಇ ಇ 
. [AB AC AD) =0 
ಹಾಡ NNN 
ಈಗ, AB=-2i-4j- 6k 


ಇಲಾ ಟ್ಟ MM 
AC=-i-3j- 8k 


=, Ni A 

AD=i-7k 
ಇಡಿ — ತಾಣಿ -2 -4 -6 
[AB AC AD) = ~1 ಇತಿ ಇರಿ 
1 0 —7 


—2(21-0)+4(7+8)-6(0 +3) 


=-42+60-18=0 


ಆದ್ದರಿಂದ, 4, ಔ, ಲಿ, ರಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


> 22 ಶಾ ಜ್ಯಾ ಜಾ ಲ್ಯೇ ತಾ ತ್ವಾ 
9 a+b b+c c+a]=2a ಗಿ 6 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಇ ಣ ಇ ಣ ಇ ಣ್ಯ ಣು 2 ಣ ಇ ಇ 
ಈಗ, (a+b 040 03 ೫8) ಇ(೩*- 0). ((ರಿ- 0) ೬ (೦ 8) 
ಇ ಣಣ 22 ಇಣ ಇಣ ಣ ಣಿ ಇ 
=(a+b).{bxc+bxa+tcxc+cxa 
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ಇ ಇ ಇಣ ಇ ಣಣಿ ಇ 
‘(bxo)+a.(bxa+b.(bxa 


ಇ ಇ 


ವಾತಾ 


ಹ 
(0೫0 ರಿ 


" 
ವಡಿ 


— 


]+[b ೭c a4] [ಏಕೆಂದರೆ ಉಳಿದ ಪದಗಳು -0] 


ದಾ 


ಇ -ಇಿ 


ಎ16 b 


0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಇ — 


ದಡ ದಡ 


ನರಾ 


(0 ೬4 0402 (0೫ 83502 (8೩5೬ ರಿ) 


0 = RHS 


ಅಣ್ಣ 
ಊ 


[1 


ಸದಿಶಗಳನು ಉ 
ವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ತ್ಯ 


ಯೋಗಿಸಿ ಒಂದು ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿರುವ ಕೋನವು ಲಂಬಕೋನ 


ಯು ಒಂದು ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 48ಯು ವ್ಯಾಸವಾಗಿದ್ದು 
೦ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.17) 


SS ಎ.. ಣು ಇ 
೦042 ೩, OB=b 
ಕಿ ಯು 
ಈಗ, AP ಎ ೦ದಿ ಲಿ ಎ 


— 
ಮತ್ತು BP = OP- OB=r - 


ದಂ 


> 2 ಇಣಣಣ ಇ 
~ ತ್‌. ಈಗಿ.!(1 ಪು. (75D 
ಇಣಣ ಣ ಇಣ ಣಣಣ ಇ 
೫1, 8: 1 "ಡಿ.ಡಿ. ಗತ ೩ ರಿ 
> ಣಣಣಣಣ ಣಿ ದ 
ಎ|/(_ೀಟ. ಔ-8&. 1-8೩. ೩ (ಏಕೆಂದರೆ -ರ =) 
— 
ಕಹ ಇ. (ಹ 


> ಶಾ 
° AP. BP=0 (ಏಕೆಂದರೆ 1ಎ ೬, ತ್ರಿಜ್ಯ) 


ಅಂದರೆ, AP ಮತ್ತು BP ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಅಥವಾ ೭೩್ಧೌB = 90°. 


8. ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸೈನ್‌ ನಿಯಮವನ್ನು ಅಂದರೆ ಯಾವುದೇAಿ* ABC 
ಯಲ್ಲಿ 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


>» ಇ ಣು ಇ > — 
ABC ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 80 ೬ 8, 0. ಇ ಮಿತ್ತು ಸಿಡಿ ಎ ೭ ಎಂದಿರಲಿ 
(ಚಿತ್ರ 4.18). 
> ಇ ಣಿ 
ಆಗ, 8 * b+ ೦ ೬ 0ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
> ಇಡ 2 == 
ax (೩ *ರಿ* 0 = ax0 
> ಇ ಣೃ ಇ ಇ ಣಿ 
ಅಂದರೆ, 8 ೬ a+axb+axc ಇ0 
> > 2  ಇಣ ಇ 
ಅಥವಾ ax ರ೪+೩x ೭೦-೦0 (ಏಕೆಂದರೆ ೩x ೩-0) 
> > ಜಾ ಇ 
ಅಥವಾ ೩ ೫ 0 ಇ -೩axರc 
> > ಜಾ ಜಾ 
ಅಧವಾ aX DCX a (1) 
> 2 ಣ ಇ ಣಿ > 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, bx (a+b +0) = bxO0 
ಇ 22 2 = 
ಅಧವಾ bx 83:0೫» ದಜ ಟಿ 
ಇ ಇ ಇಣ ಇ೨ 
ಚತತ ಸಿ ನೀ ಗು ಹು ಶಸ ಈಸ ;-ಸಕಜಿ ಹ ಚ ಜಾ (2) 


(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 


ಇ ಡಿ. ೨ > 
laxbl=lbxcl=lcxal 


ಅಥವಾ ೩ b sin (7-0) = bc sin (n-A) = ca sin (x -B) 
ಅಥವಾ 80617 C=bcsinA=casinB 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ೩ ರಿ ೦ ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


೧೦೮ _ 46064 _ 464೧0 
Cc ರ” 
ಅಧಮ ಕ್ಷ b ಕಾರೆ 


sin A sin B sin C 
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9. ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನ 480 ಯಲ್ಲಿ 
8. 20.0 - 2000064 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಇ ಡಾ ಇ 


— > ಜಾ 
50೮. 28೩, CA=bಮಿತ್ತುಸAB=೭ ಎಂದಿರಲಿ. 


= ನಾ —» ಇ ಇ 
.|!801 21 0412 .. | 401 +2CA.AB 
ಅಂದರೆ, ೫ = 0-0. 200 cos (ಸ - A) 


ಅಥವಾ ೫2 0-0-200 ೦೦s ಸ. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 4.1 


ಅಟ (ಗ್‌ ಜೂ, ಗಿ A A ಕಾ ತ್ಸ ಷ್ಟಾ 

a =2i+j+k b=3i-j+kಮತ್ತು 1೬ 1-/*2 2k ಆದರೆ 
ಇ > 

2೩a - b + 30 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಸ್ಯಾ 
8 ಇ (2,-1,3),, 0 ಇ (2,1,6, ೦. ೫ (0. 1, -3) ಆದರೆ 
ತರಾ ್‌ಿ 


28 + b - ೦ ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ 
ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


NA A Mh NN Pa 
Pಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು /+2/)- (ಮತ್ತು ಲಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವಿ 2/-/+ 5k 
— 
QP ಸದಿಶವನ್ನು ಮತ್ತು ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


>> ಇ 
A, B, ಲ, D ಗಳ ಸ್ನಾನಸ ದಶ ಕ್ರಮವಾಗಿ ೩, ರ, ಜ್ರ ಮತ್ತು 
ಜಾತಿ ಹ — 


— 
8-20 ಆಗಿವೆ. 40, DB BC CA ಸದಿಶಗಳನ್ನು ತಸ್‌ b ಗಳ 
ಮೊಲಕ ತಿಳಿಸಿರಿ. 


ಕ ಅಟ್ಟ ಗವಾನ್‌ ಸಜ SK 
೧, ಲ, ಗ ಮತ್ತು 5ನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ /+/+k, 21% 5; 


AN MN NN 
3/+2)- 3k, 1-6/- (ಆಗಿದ್ದರೆ 00 Il RS ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇವೆರಡರ 
ಉದ್ದಗಳ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದಾ ತ್ಯ 
xy-ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 8 ಇ (1, 1), ರಿಎ (1, 5) ಮತ್ತು 
— ದಡ 
(ಆ m+5)a+(2m+2) b= (0,0) 
ಆಗಿದ್ದರೆ / ಮತ್ತು 77 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


N N 
((- 2/43) 14 (3x + 1)/ಯು ಶೂನ್ಮ ಸದಿಶವಾದರೆ x ಮತ್ತು y ಗಳ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


= eg SN ತ್‌ 
a =3/- 2k p= ಮತ್ತು c= 3i+2k 


ದಾ 
ಆದರೆ, ೩+ 20 - 30 ನ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


13. 


16. 


ಡೆ 


ಗ ಗಿ ಎಗ್ಗೆ ಇಳಿ A A ಗಿ 
& ಇ 2/4%/-3 ಮತ್ತು ಡಿ ಇ 3/-2/-% ಆದರೆ 
ಣಿ 
a .b ಮತ್ತು ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ರಾ ಈಕೆ. rid 

a ಕ್ಯ 4] + 5k) ಮತ್ತು ಗ 21. 3/- kK ಆದರೆ 

ಮ ಇ 

೩. ರಗ ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಇ) ರಾ — — 

a=(-2,1,4), b=(1,-1,0) ಆದರೆ ೩. b ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ನಾಡಾ 


Mesh 3 — A A — — 
a=3/-2)+k ಮತ್ತು ಠಿ -2/+ 3/ ಆದರೆ 8 ಮೆತ್ತು ರಗಳು ಲಂಬ 
ವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


A A NA yy ಜಾಂ 
"3/೬ ಮತ್ತು ಸ ಇ 3/- 1. 2 ಆದರೆ ೩*-0ಿಯು 


ಮ fy 2) 
ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


a 
ಇ — 
2 b 


NON AN .' N a A 1 AN 
2i-j+k, i-3)-5k, 3/-4/- 4ಓಸ್ಮಾನ ಸದಿಶಗಳಾದ ಬಿಂದುಗಳು 
ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದ ಮೊರು ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Ja MN A AN Ja Pa 
ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಮೊರು ಶೃಂಗಗಳು 2/+ 4/- ಓ. 414 5/1. ಓ 


N N AN 
3/ + 6/ - 3k ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದು ಸಮಿದ್ವಿಬಾಹು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋನ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ 


NENT NA — A A A + 
a= 9/-/44/ ಮತ್ತು 0 = 9i-j+keದರೆax b ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


— — ಹಾ ಜ್ಯಾ 
8 ಇ (1, 2, -1) ಮತ್ತು ರಿ (2, -1, 1) ಆದರೆ 8 ೫ ರಿಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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19. 


20. 


ಜ.1 


22. 


23. 


24. 


ಅಶ 


26. 


ಜ್ಯಾ A 
CN ಸ್ಟ ಮತ್ತು ಇವೆಗಳ್ಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು 
8 ಆಗಿದ್ದರೆ sin 0ದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ೩ ಮತ್ತು ಓ b ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ 


ಕಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


MNS ೮ > A Mh 28 
= 3/ 142 ಮತ್ತು ರಿ ಇ 21-2/-. 44 ಈ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳಿಗೂ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಹಾಗೂ 9 ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನವಾದರೆ $n 9 ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


~~ 
= 7೭ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 


AAA A> p ಚ 


a =4i-j+j+3k ಗಿ ಎ-2/14/- 2k | 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಇವುಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದು ಇದರ ಬೆಲೆ 9 ಆಗಿದ್ದರೆ ಸದಿಶವನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ 


ನಾ ನ AEST ಅವನದ Re ee ್ಸ' 
= 2/-3/-kK ಮತ್ತು ಠಿ ಇ /+4/]-2k ಆದರೆ 
ಣು ಣು ಇ 
(a+b) ೫ (8 - ರಿ) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1 NAN AN 
ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣಗಳು / - 3/ - 4k ಮತ್ತು 
ಫಿ ಸಿ 1 
3/ + /- 2k ಆದಾಗ ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Pa N N 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳು 1 - 2/ + 3k 
NEN N 
ಮತ್ತು 2/4 /- 4k ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ವಿಸ್ಕೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕ ಆ ol pe (ಚಲ ್ಲ 

& ಎ 1-3/-2/ ಮತ್ತು b=/+2/+ kK ಇವಿ ತ್ರಿಕೋನದ ಎರಡು 
ಬಾಹುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಇದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಓ(1, 1, 2, 8ಔ(2, -1, 1) ಮತ್ತು 03, 2, 1) ಆದರೆ A* AB೦ಯ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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೫1. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


ಹ ಜಹಾ ಜ್ಯಾ ಜ್ಯಾ ಜಾ ಜಾ ಇ ಇಣ ಇ 
೩-2b+3c -28 4 3ರ - 0 ಮತ್ತು 48 - 7b + 70 ಬಿಂದುಗಳು 


ಏಕರೇಖಸ್ತವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

2 ಡಾ ಇಡ. 

a, ಗಿ, ೦ ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃತಿಯ ಒಂದು 
ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಅಂತ್ಕಗೋಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಘನಫಲವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಶಾ A AA ಣು A A A AA A 
(ಗ) a=3i-2j-k b=2i-5j+6k c= i+j+3k 

ಶಾ A ONAN ಭಖ ಇ KN “A 
() a=2/i-3+4k b= 1*2/-(ಓ c= 3/i-j/+2k 

— — ರ್‌ 
(ii) ಈ ಎ. (1, -1, 1), b= (2-45), c,<(3,-5,1) 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸದಿಶಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

PY NS A A a ಅದು 
() 1+2)- 3k, 2/೨1 ೨೫ 3/- 4/5 

KE RK AS ೫ MA 
(1) 1- 2/3 21. 3- 4k i- 3+ 5k 


NEN ANON 


Pa NAN MN AN 
2i-j+k i+ 2)- 3k ಮತ್ತು 3/+ pj * 5k ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ 
p ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ 4 ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮೆತಲದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ : 
MN AN N AN NN N NA ತೆ 1 NN N 
I+2]+3kK 3i-/+2k -2i+3 +k 6i-4j+2k 


N 


Pa Pa MN 
7 Jk kl ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ew ಸ್ವಷ್ಟ NS ಹ್‌ ಭ್‌ ಹ ದೆ ಎದ ಹೆ 
a=i-2j+k ರಡಿ ಇ2/14*/ 44 ಮತ್ತು ೦೬ 142/- ಓ ಆಗಿದ್ದರೆ 
ತತ್ತಿ ಐ ಗ..ಮಾಚಾ)ಃ ಲ Ce 3 

ax (013 0 -ಎ(8.0 0ಿ-(8. 0) 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಜಾ PN ಫಿ ಗಿ 

ಡಿ =2i+3+4k 

ಎಸೆ ಗ ಟು ಡ್‌ 

ಗಿ ಎ i+j-k 

ತ ಕ. ಗ 

C= 1-/*ಓ 

ಆಗಿದ್ದರೆ, 8 * (bx ೦)ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇದು ೩ ಮತ್ತು ರ « ೦ 


ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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ಇತ] 2 ಇ ಇ ಇ ಇ ಣ > 
35. ೩೨೪ (8 ೫% (8% ಗ) ಎ (೩. 8) (ರ ೫ 8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಹ ಪಾ (ಗ. ಅಕ NOR ಜಾ 
36. ix (8 5/2 (82 /)342(82 0 ಎ28ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
37. (1/3, 1/3, 1/3) ಒಂದು ಏಕ ಸದಿಶವೆಂದು ಮತ್ತು (sin ೮, cos 0 ೦೦90, 
sin a. sin 0) ಏಕ ಸದಿಶವಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


A A A AS A&A 
38. 3/- 2/- 4k ಮತ್ತು 18/- 12/. mk ಸದಿಶಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾದರೆ ಗಾನ 


ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


OR ಇಗೆ AA A 
39. 4/4 3+ 2k ಮತ್ತು /- /+ 3k ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
rp 


40. ೩, ಡಿ, ೦ ಗಳು ಗೌ 4680 ಯ ಶೃಂಗಗಳ ಸ್ಥಾನಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 


>» ಡು ಡು 
AB + BC + ೦% ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4.8 ಬಲ್ಕಕೆಲಸಮತ್ತು ಬಲದ ಮಹತ್ವ 


ನಮಗೆ ತಿಳಿದಂತೆ ಬಲವು ಒಂದು ವಸ್ತುವಿನ ಜಡತ್ವವನ್ನು ಅಥವಾ ಅದರ ಚಲನೆಯನ್ನು 
ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತದೆ. ಬಲವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ನಮಗೆ ಈ ಮೂರು ವಿಷಯಗಳು ಗೋತ್ತಿರಬೇಕು: 


() ಅದರ ಪರಿಮಾಣ, (1) ಅದು ಚಲಿಸುವ ದಿಕ್ಕು, ಮತ್ತು (1) ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ ಬಲಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಸೂಚಿಸಬಹುದು. 


ಬಲದಿಂದ ಮಾಡಲ್ಪಡುವ ಕೆಲಸ 


ಬಲವನ್ನು ಒಂದು ಕಣದ ಮೇಲೆ ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದಾಗ ಆ ಕಣವು ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 


ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪಲ್ಲಟವಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ಬಲದಿಂದ ಮಾಡಲ್ಪಡುವ ಕೆಲಸ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು % ನಿಂದ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
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ny 


ವದ 


ಚಿತ್ರ 4.19 


— 
£ ಎಂಬ ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು P ಯಿಂದ ೦ಗೆ ಪಲ್ಲಟ ಮಾಡಿದೆ. 


> — >» 8. 
PQ = ರಎಂದಿರಲಿ. ವು "ಮತ್ತು ರಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.19). 
ಸ್ಪರ 

£ ನಿಂದ ಮಾಡಿದ ಕೆಲಸವನ್ನು 


w= (0080) ೮ 
ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಇ ಇ 
ಅಂದರೆ, ಎ ಓ d 


ಡಾ. ಇ 
ಇಲ್ಲಿ "ಮತ್ತು 6ಗಳ ಪರಿಮಾಣಗಳನ್ನು ೯ ಮತ್ತು ರ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


() ಆದುದರಿಂದ ಒಂದು ಸದಿಶವಲ್ಲ 
(1) ಬಲದಿಂದ ಪಲ್ಲಟಗೊಂಡ ದಿಕ್ಕು ಬಲಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, ಬಲವು ಮಾಡಿದ ಕೆಲಸವು 
ಶೂನ್ಮವಾಗುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಆಗ 9.೬ 90 ಮತ್ತು ೦೦590920. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


MANE Kk 
1 5/+6/ + ಓ ಎಂಬ ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (4,2,6) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
(5, 5, 7) ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪಲ್ಲಟ ಮಾಡಿದಾಗ ಬಲವು ಮಾಡುವ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇ MN Pa N 
ಇಲ್ಲಿ ೯ ಇ 5/1 4% 6/+:k ಔಣ (4, 2,6) ಮತ್ತು ೧೭(5,5,7) 


ಇ ಡ ಇ ಇ) 
“PQ ೬-0೬ ೦೧-೦೧ (5,5,7) - (4,2,6) 
ಅಂದರೆ, d= (1,3,1). 
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ಕೆಲಸ, w= 
= (5,6,1). (1,3,1) 
=5+18+1 
= 24, 
A AA 
2. ಒಂದು ಬಲದ ಪ್ರಮಾಣವು 50 ಮೂಲಮಾನಗಳಷ್ಟು ಇದ್ದು, ಅದು 3/4 2/+ ॥ 


ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (-1, 3, 4) ನಿಂದ (3, 2, 5) ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ 
ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


NAN NM 
3/4 2+ kಯ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶವು 


ಹ್‌ ಗೌ NEAR 
3/+2j+k 3/+2)+k 
ಜ್ರ 114. 


(ಲ್ಸ 
50 (3i+ 2/+ 0 


HZ 
ಚಲನೆಗೊಳಗಾದ ಕಣದ ಮೊದಲಿನ ಮತ್ತು ಅಂತ್ಯದ ಸ್ಥಾನಗಳು 


೧ (-1, 34) ಮತ್ತು ೧(3, 2, 5. 


ಇ 
~PQ=d=(3,2,5)-(-1,3,4) 


=(4-11) 


— 
“Wz Bad 


50 Ne Ws AA ಗಿ 
=—— (3/+2j+k).(4i-j+k), 


AA 


50 (12-241) 50.11 550 


TE ದ ೦ ೦।ು ೧ | ।ಧ ಇ  ು।.್‌ಟ್ಲ್ಬ ಗಾನ 
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ವಡಾ 
F 


AA 
ಿ 3ನೆ 214% 


ಎಂಬ ಮೂರು ಬಲಗಳು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು 0(-1,0,0)ನಿಂದ ೦(5,2,-1)ಗೆ 
ಪಲ್ಲಟ ಮಾಡಿದಾಗ ಆಗುವ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಮೂರು ಬಲಗಳ ಮೊತ್ತ ಬಲ 
> 2 
F=F+F+F, 


MN ENA 
= 5/ + 3K. 


ಇ. ತ 
0650೧0 =(5,2,-1)-(-1,0, 0) 


ಎ6, 2, -1) 
ಹ್ಯಾ ಜಾ 
. ಕೆಲಸಎ/. 6 ಎ(5,0,3).(6,2,-1) 
=30-3 
= 27. 
> AA ಗಿ 
ಟೆ £ = 3/4 4/- 5k ಎಂಬ ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (2, -1, 3) ನಿಂದ 
(೩, 8, 8) ಗೆ ಪಲ್ಲಟ ಮಾಡಿದಾಗ ಆಗುವ ಕೆಲಸವು 25 ಆದರೆ 8 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ANNA 
ಇಲ್ಲಿ, 0೫ (2, -1, 3), ಲಿಹ (8, ೩, 8) ಮತ್ತು F=3/+4j- 5k 


ಎರಾ 
೨ 00 ಎ(8-2, ೩4 1, ೩-3) 


3 
ಈಗ w.-s<Fn ಗಟ 


ಅಂದರೆ, 25 ಇ (34,-5).(a-2,a+1,a-3) 
ಅಥವಾ, 25 23(8-2) 4 4841) -5(3-3) 

ಅಥವಾ, 25238-644844 -58415 
ಅಥವಾ, 2೩4-12 


ಡ ಜರಿ, 
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ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲಿರುವ ಬಲಗಳ ಮಹತ್ವ 


-—} 
£ ಎಂಬ ಬಲವು ಸ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಡಲಿ. ಗಯು ಯಾವುದೇ 
ಇ ಇ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದು, PA= ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.20). ಆಗ, ಬಾ ಮೇಲಿರುವ ಸದಿಶ 
ಬಲದ ಮಹತ್ವವನ್ನು v4 0 
2 
ಬ್‌ ಅ ರಪೌಬಪ್ಹು ್ದು N 
ಚಿತ್ರ 4.20 
> ಜ್ಯಾ ಇ 
M=rxF ಎಂದು ವ್ಕಾಖ್ಕಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದರ ಪರಿಮಾಣ 
ಹಾ 
11/1 2 | ("| (91೧89 
ವರಾ 
ಎ 1Fl(rsin®) 
ವಿ 


ಅಥವಾ 1/ ಇ |! (ದಿಗಿಗಿ 


| ದ ಎ 
ಆದುದರಿಂದ ಬಲದ ಮಹತ್ವದ ಪರಿಮಾಣವು! । ಮತ್ತು ೧ ಯಿಂದ F೯ಗೆ ಲಂಬದೂರಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ದವಾಗಿದೆ. 


ಸೂಚನೆ: ಸ 
(i) Pಿಯು ೯ ಸದಿಶದ ಮೇಲೆ ಇದ್ದರೆ PN= 0 ಆದ್ದರಿಂದ 


— 
ಬಲದ ಮಹತ್ವ, M=೦. 


ಹ್ಯಾ ಸಾ ಇ 
(ii) "ಟಾ RES ಎಂಬ ಅನೇಕ ಬಲಗಳು ಸ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಟ್ಟರೆ 


P ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಅವುಗಳ ಬಲದ ಮಹತ್ವವು 


> 2 2 
Ms 


ಕ 
M=RX(F+P+F +. ) [ಇಲ್ಲಿ R= PA]. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


pa AN N NAN NR AN 
1  F=5i+10j+16k ಎಂಬ ಬಲವು2/-7/+ 10k ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
A 1% N 
ಪ್ರಯೇಗಿಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಇದರ ಮಹತ್ವವನ್ನು - 5/4 6/- 10k ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
P=(-5, 6, -10) ಮತ್ತು Aಸಿ*(2,-7,10) 


ತ್ರಿ ಇ 
PA = (7, -13, 20 =r 


=— 408; - 12/4 135k 


TN AE NN AD NM 
ಹ ಓ ಎ14 2/-( F,=3i-j+2k, F=2i+ 3K ಬಲಗಳು (1, 0, -1)ನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. ಇವುಗಳ ಮಹತ್ವವನ್ನು (2, -1, 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
yr re ap ಣಿ A | 
ಇಲ್ಲಿ, F=F +F, +F, - =6Gi+j+a4k (2, (1,1), A(1,0,-1) 
> ಜಾ 
~R=PA=(-1,1,-2) 
ಚಾ ಜಾ ಇ 
ಈಗ, M= RXF 
NN 
ಇತಿ PT 
12 (1 1-2 
6 1 4 
MONSTER 
ಇ 6/- 8/-7/ 
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ಒಂದು ಬಲದ ಪ್ರಮಾಣ$ಮೂಲಮಾನಗಳಷ್ಟು ಇದ್ದು ಇದು (1, 0, -4) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. . ಈ ಬಲವು (1, 0, -4) ಮತ್ತು 
(2, 5, 1) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಬಲದ 
ಮಹತ್ವವನ್ನು (2, -1, 5) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವಾ 

ಇಲ್ಲಿ, 1೯೯126, 4 (1,0, -4) ಮತ್ತು 82, 5,1) 
yy 
“AB © (1:5, -5) 
A Mt, NTs 

ಬಾ ಕ ix 51 ೮ 
1 +25 425 151 

ದ 


ಬಲವು ಸಔದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿದ್ದು ಅದರ ಪ್ರಮಾಣವು 6 ಮೂಲಮಾನಗಳಷ್ಟು ಆಗಿದೆ. 
Pa MON 
HE ರ ಲಹಿರಿ 
Ee ರಾತಾ ಬಾ ಹಿ 
151 
ಈಗ, A=(1,0,-4) P=(2,-1,5) 
ವರ 
. PA=(1,-1,9) 


ಎ = 
ಬಲದ ಮಹತ್ವ PA x F 


6 ANS 
= —— [6014 14j + 6K 
51 
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ಲೋ ಕ ಫಹ ಗಟ್‌ ಹಟ NA 
4. F,=2-5j+6k, ನೈ =-i+2j-k ಈ ಎರಡು ಬಲಗಳು (4, -3,-2) 
ಬಿಂದುನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲಾಗಿವೆ. ಈ ಬಲಗಳ ಮಹತ್ವವನ್ನು ಮೂಲ 
ಬಿಂದು$ನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
as A, A A A 
=/-3/+ 5k ಮತ್ತು P(0.0,0), A(4,-3, -2) 
ರ 
04724, -3,-2) 
> ಜ್ಞಾ 
ಬಲಗಳ ಮಹತ್ವವು 1=PAXF 
A AA 
>/|i fj Kk 
“M=|14-3-2 
1-35 
ದಾಡಿ 
M 


ಅಂದರೆ, RP 22) - gk 


ವಾ 
ಗ/| 1441 + 484 + 81 
:11006 


4.9.1 ಯುಗ್ಮ (ಕಪಲ್‌) 
ಒಂದೇ ಪಾದ ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಷರ ಟ್‌ 


ವಾ 
ಬಲಗಳು ೯ ನಿತು —್ಗF ಗಳನ್ನು ಯುಗ್ಧ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ಗ್ರ —F} ೫ರ 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ 


ಚಿತ್ರ 4.21 
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4.9. 2ಯುಗ್ಮ ದ ಮಹತ್ವ 
ರಾ 
ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ೯ಮತ್ತು-" PA ಮಹತ್ವಗಳ ಮೊತ್ತ ವನ್ನು ಯುಗ್ಮದ 
ಮಹತ್ವ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ “ತ 
1 ಚಿತ್ರ 4.21 ರಲ್ಲಿ ನಲವ ಸ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಇ ಬಲವು ಡಿ ನಲ್ಲಿಯೂ 
4; ಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 

> ಇ > ದು 

OA, = ಮತ್ತು ೦ಕ್ಮ = ಣ್ಯ 


> = 
ಆದ್ದರಿಂದ, "ಮತ್ತು -೯ಗಳ ಮಹತ್ವ (೦ ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ): 


ಅವಿ 


> ಇ ಇಿ ೫ = 
G =r XF+ ಗೃ ೫% (ಗಿ 
ಇ ಇ :ಇ೪ಿ 
ಕಾ ಗ ಬತ 
ಇಸಾ ಸ್‌ 
=A 246 
ಇ. 
ಅಥವಾ G=RXF 
ತಾ ಜೋ A 
=1RIlFlsine n 
A ನಾ ಎ 
೧ ಎಂಬುದು ಸ್ಥಿ ಸಿ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕ ಸದಿಶ 
ಇ. ಇಡಿ. = A 
ಅಥವಾ G =!1Fll1Rtsin®@n 
ry A. ಗ 
=1Fldn[ಬಕೆಂದರೆ!ಔRlsin 6=0d] 
ಅಥವಾ ಅ ಇಗಂ 


— — 
ಇಲ್ಲಿ ಆ ಮತ್ತು ೯ ಎಂಬುವು ಅ ಮತ್ತು ೯ ಗಳ ಪರಿಮಾಣ. 


ಉದಾಹರಣೆ 


mo SN ಕಾಗ. ಆ 
೯ =5/-/+ kK ಮತ್ತು ಯುಗ್ಮ (6, -/ ಆಗಿದ್ದು ೯ ಬಲವನ್ನು (1, -2, 1) 
— 


ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ -೯ ಬಲವನ್ನು (3, 5, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲಾಗಿದೆ. 
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ಯುಗ್ಮದ ಮಹತ್ವವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


— — 
ಬಿಂದುಗಳ ಸ್ವಾನಸದಿಶಗಳು ಗೃ ಇ (1,-2,1) ಮತ್ತು ಗ್ಧ ಇ (3,5, 1). 
ಹಾ ಜಾ 
ಜಗಾ ಗ ಎಇ ಇಗ, 
ರಾ — 
1೧,- ೧) ಯುಗ್ಮದ ಮಹತ್ವವು 
> ಗೋ ಜಾಡಿ 2 
G= (7 pe CTR 
ಚಃ AEN AA A 
A G=(-2i-7) X (5i-j+k) 
A A A 
ಕಿ [೪ ಟೆ AK ಗ AN 
ಅಂದರೆ, G=|-2 -7 0| ಇ -7i-2j+ 37k 
5 —] 1 
ಅಭ್ಯಾಸ -4.2 


1. (2, 1, 2) ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ (1, 3, 2) ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಚಲಿಸಿದಾಗ ಮಾಡುವ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


A ANA | 
ಈ: 5/+ 6/+ (ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (1, 2, 4) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (2, 3, 6) ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಪಲ್ಲಟಮಾಡಿದಾಗ ಮಾಡುವ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


A A A A AA A A A 
3. 41. /-3 ಮತ್ತು 3/+ /- k ಎರಡು ಬಲಗಳು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು /+ 2) + 3k 


RN uh 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 5/ + 4) + k ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪಲ್ಲಟ ಮಾಡಿದಾಗ ಈ ಬಲಗಳ ಒಟ್ಟು 
ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AN 
4. ಒಂದು ಬಲದ ಪ್ರಮಾಣ 25 ಮೂಲಮಾನಗಳಷ್ಟು ಇದ್ದು ಅದು 4/+ 3) ಎಂಬ 
ಸದಿಶದ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿದೆ. ಈ ಬಲವು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (-1, 3, 4) ನಿಂದ (3,1,7) 
ಬಿಂದುವಿಗೆ ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ ಮಾಡಿದ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5, 3 ಬಲಗಳ ಪರಿಮಾಣಗಳ ಪ್ರಮಾಣ 5, 3, 1 ಮೂಲಮಾನಗಳಾಗಿದ್ದು ಇವುಗಳು 


MSN OTA AA MN NN 
ಕ್ರಮವಾಗಿ 6/+ 2/+ 3k, 3/- 2/4 6k, ಮತ್ತು 2/- 3/- 6k ಸದಿಶಗಳ 
ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿವೆ. 
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10. 


AA ಗಿ AA NA 
ಈ ಬಲಗಳು ಒಂದು ಕಣವನ್ನು (2/-/- 3%) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (5/-/+k) ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಪಲ್ಲಟಮಾಡಿದಾಗ ಆಗುವ ಕೆಲಸದ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AA ಗೆ 
414/45 ಬಲವು (2, 1, 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಈ ಬಲದ 
ಮಹತ್ವವನ್ನು (4, 2, 0) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಣ A A ANA 
F  3/-6ಓಎಂಬ ಬಲವುಸಿ -4/-2/- 9k ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋಗುತ್ತದೆ. 
A A 


ಇದರ ಮಹತ್ವವನ್ನು 8 (6/- 7k) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Bu Ne. 
೯ =3/+2/- 4k ಬಲವು (1, -1, 2) ನಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಇದರ 
ಮಹತ್ವವನ್ನು (2, -1, 3) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ಬಲದ ಪ್ರಮಾಣ 6 ಮೂಲಮಾನಗಳಷ್ಟು ಇದ್ದು ಅದು (2, 1, 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರಯೋಗಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಈ ಬಲವು (2, 1, 4) ಮತ್ತು (4, -1, 5) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಜೋಡಿಸಿದಾಗ ಸಿಗುವ ರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿದೆ. ಈ ಬಲದ ಮಹತ್ವವನ್ನು 
(2, -2, 5) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ವಾಡಿ 
ಒಂದು ಬಲವು AB ಸದಿಶದ ಮೂಲಕ ಗುರುತಿಸಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ, A (1,2, -3) 
ಮತ್ತು 8.93, -4, 2). ಈ ಬಲದ ಮಹತ್ವವನ್ನು (-2, 4, -6) ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲೆ 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


100 


ಅಧ್ಯಾಯ -5 
ಸಂಕುಲಗಳು 


5.1.1 ಪೀಠಿಕೆ 


ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಅತಿ ಮುಖ್ಯವಾದ ಸಂಕುಲ ಎಂಬ ಬೈಜಿಕ ರಚನೆಯ ಬಗ್ಗೆ 
ತಿಳಿದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇದು ಅಧುನಿಕ ಬೀಜಗಣಿತದ ಒಂದು ಪ್ರಮುಖ ಶಾಖೆಯಾಗಿದೆ. 
ಎ.ಎಲ್‌. ಕೌಶಿ ಮತ್ತು ಇ. ಗ್ಯಾಲ್ವಾ ಎಂಬ ಗಣಿತಜ್ಞರು ಮೊತ್ತಮೊದಲಾಗಿ ಸಮೀಕರಣ 
ಸಿದ್ಧಾಂತದಲ್ಲಿ ಇದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರು. ಈಗ ಈ ಸಂಕುಲ ಸಿದ್ಧಾಂತವನ್ನು ಎಲ್ಲಾ 
ಕಡೆಗಳಲ್ಲೂ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತಾರೆ. ಮೊದಲು ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನು ಪರಿಚಯ 
ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳೋಣ. 


N= (1, 2, 3...) ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

73೩ (0, ೬1, ೬2, ೬3...] ಪೂಣಾಂ೯ಕಗಳ ಗಣ 

0 (೧/೮, 940, 0, ೮€ 2) ಭಾಗಲಬ್ವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

Q - (0) ಸೊನ್ನೆ ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

೧ + ಎ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

R= ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

R- (0) = ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 
ಗ+ = ಧನಾತ್ಮಕ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 

M= ಎಲ್ಲಾ 22 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗಣ 

273. = ಮಾಡ್ಕುಲೋ mM ಪೂಣಾರ೯ಕಗಳ ಅಂದರೆ 0,1, 2.. (೧7-1) ಗಣ 
ಅಠ್ಲ ೬ ಮಾಡ್ಕುಲೋ ಗ ಸಂಕಲನ 


ಠ್ಗ ೬ ಮಾಡ್ಕುಲೊ 77 ಗುಣಾಕಾರ 
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5.1.2 ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ 


S ಒಂದು ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಗುಣವಾಗಿರಲಿ. * (ಸ್ಟಾರ್‌, ನಕ್ಷತ್ರ) ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು 5ನ 
ಅಂಶಗಳಾದ 8 ಮತ್ತು ರಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ 8* ರ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿ. ಈ 8"0ಿ-ಂಯು ಕೂಡ 5ನ 
ಅಂಶವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ *ನ್ನು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ ಅಥವಾ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯ ಪ್ರಕಾರ 8, ರಿ ಆ 5 ಆಗಿದ್ದರೆ, ೫೦0೬20೮5 ಎಂಬ ಈ 
ಗುಣವನ್ನು * ಕ್ರಿಯೆಗೆ ಹೊಂದಿದಂತೆ 5 ಗಣದ ಆವೃತ ಗುಣ (ಕ್ಲೋಜರ್‌ ಪ್ರಾಪರ್ಟಿ) ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಆದುದರಿಂದ, 5 ಗಣದಲ್ಲಿ * ಯುಗಳಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಅದು ಆವೃತ 
ಗುಣವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರವು ಗಿ! ಇ (1,2, 3..). ಗಣದಲ್ಲಿ ಯುಗಳ 
ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಇಲ್ಲಿ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಅಂಕೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ ಅವುಗಳ ಜರಯಾ 
ಕೂಡ ಒಂದು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. 


ಉದಾ: 8.4 12 ಎ 20೮ ಗಿ/ 
೨14219೮ N, ಇತ್ಯಾದಿ 


ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, 413 252 ಆ N 
7x2 214೮ N, ಇತ್ಯಾದಿ 


2... ವ್ಯವಕಲನ ಮತ್ತು ಭಾಗಾಕಾರವು !ಿ/ಗಣದಲ್ಲಿ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲ. 


ಉದಾ: 8-12 ಎ-44 ಗ 


ಜಥ 
— =—€EN 
ತೆ 
3, 2, ಲ ಮತ್ತು ಗ ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ವೈವಕಲನವು ಒಂದು ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ. 
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(ii) 


(ii) 


(iv) 


೧ ಮೆತ್ತು ಗಳಲ್ಲಿ ಭಾಗಾಕಾರವು ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ ಅಲ್ಲ. ಉದಾ: 


ಆದರೆ ೧*, 171, ೧- (0) ಮತ್ತು 0-10) ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ, ಗುಣಾಕಾರ, 
ಭಾಗಾಕಾರ, ವೈವಕಲನ ಎಲ್ಲವೂ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ * ಒಂದು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ ಆಗಿದೆಯೇ ಎಂದು 
ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 
(ಗ ಔಗಣದಲ್ಲಿ axb=Yab 


ab 
(1) ಗಣದಲ್ಲಿ ax b= 
8 


(1) Nಗಣದಲ್ಲಿ ax b= 8 


MM (| ¥ ಚ ಆ ಗ ಗಣದಲ್ಲಿ ಶೊ ಸಂಕಲನ 


ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆ ಗುಣಾಕಾರ. 


823, ಗಿಎ-1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 
axb= 13 x-1=-3 € ಗಆದುದರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ x ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ ಅಲ್ಲ. 


ab p ab 
ax b=-—— ಎಂಬುದು-- ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದು 0* 0 ಆದುದರಿಂದ 
8 g 8 


ಆದ್ದರಿಂದ, * ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ. 


eQ. 


ಗಿ! ಗಣದಲ್ಲಿ ೩x b=-೩5 ಯಾವಾಗಲೂ ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


_ ಉದಾ: 543 ಎ5 ಎ 125 ಆ N. ಆದ್ದರಿಂದ * ಒಂದು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ. 


ಇಲ್ಲಿ ಯಾವುದೇ ಎರಡು 2 x 2 ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಕೂಡಿಸಿದಾಗ ನಮಗೆ ಪುನಃ 
2 ೬ 2 ಮಾತೃಕೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದೇ ರೀತಿ ಯಾವುದೇ ಎರಡು 2 «2 
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ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿದಾಗ 2x2 ಮಾತೃಕೆಯು ದೊರೆಯತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ 
ಮಾತೃಕೆ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರ ಎರಡೂ ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯಗಳು ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


5.1.3 ಸಂಕುಲ 


G ಯು ಒಂದು ಶೂನ್ಮವಲ್ಲದ ಗಣವಾಗಿರಲಿ. * ಯು ಅ ಪೀಲಿನ ಒಂದು ದ್ವಿಮಾನ 
ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿರಲಿ. ಈ ಕೆಳಕಂಡ 4 ಲಕ್ಷಣಗಳು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಲ್ಲಿ 6 ಯನ್ನು *ಕ್ರಿಯೆಗೆ 
ಹೊಂದಿರುವ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


() ಅವೃತಗುಣ: ೫8,0೮6, ೩be G 


(1) ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: 'ಗ 8೩ರಿ,೦೮ ಆ 
(8130130೦: ಇ ax(bxe) 
(11) ಏಕದದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: ೪೩೯ 6, 
axe ಇಅ18 ಇ೫8 ಆಗಿರುವಂತೆ 
366 6 ಹೀಗಿದ್ದಾಗ ೮ಯನ್ನು ಏಕದ (ಅಥವಾ ಅನನ್ಯ ತಾಂಶ)ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(1) ವಿಲೋಮ ಅಂಶದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: ಗ 8೩೮ ಆ 
axa! ಎಡಗೆಟಡಿಐಅ 
ಆಗು ವಂತೆ 58'ಆ ಅಹೀಗಿದ್ದಾಗ೯'ನ್ನು 6 ಯಲ್ಲಿಯ೩ ಅಂಶದ ವಿಲೋಮ ಅಂಶ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈ 4 ಲಕ್ಷಣಗಳು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಲ್ಲಿ 6 ಯನ್ನು *ಅನ್ವಯಿಸುವ ಸಂಕುಲ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು (6, *) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. | 


ಈ 4 ಲಕ್ಷಣಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವನ್ನು ಆಯು 
ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು ಪರಿವರ್ತನೀಯ (ಅಥವಾ ಅಬಿಲಿಯನ್‌) ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(V) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: Va be ಆ axb=bxa. 


5.1.4 ಅರೆಸಂಕುಲಗಳು 


ಒಂದು ಶೂನ್ಮವಲ್ಲದ ಗಣ ಅಯ ಮೇಲೆ * ಒಂದು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿದ್ದು, 
ಅದು ಆವೃತ ಗುಣ ಮಿತ್ತು ಸಹವೆರ್ತನೀಯ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು (ಸೆಮಿಗ್ರೂಪ್‌) 
ಅರೆಸಂಕುಲಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: (N, +), (R - {0}, *) 
104 


ಪರಿಮಿತ ಮತ್ತು ಅಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲ: 


ಆಯು ಪರಿಮಿತ ಗಣವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ (6, *) ವು ಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲವೆಂದೂ, 6 ಯು 
ಅಪರಿಮಿತ ಗಣವಾದ್ದಲ್ಲಿ (6, *)ವು ಅಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಒಂದು ಸಂಕುಲದ ಪರಿಮಾಣ: 


(G,*) ವಿ ಒಂದು ಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದು, ಅ ಗಣದಲ್ಲಿ ೧ ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
ಆಗ ಗನ್ನು ಆ ಸಂಕುಲದ ಪರಿಮಾಣ (ಆರ್ಡರ್‌) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಹೀಗೆ 


ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ: ೦(0 ೨೧ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. 


(0) 


(ii) 


ಪೂಣಾರಕ ಗಣವು್ರ'*' ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯ ಮೀಲೆ ಒಂದು ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 


ಸಮೊಹ. ಇಲ್ಲಿ, ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವು 


AT ತತಡ ತ್ರೆ ಇಸ್‌ (ಸ ತೆಗ ಇರ 


ಆವೈತಗುಣ: ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಪೂಣಾರ೯ಕಗಳನ್ನು ಕೂಡಿಸಿದಾಗನಮೆಗೆ ಇನ್ನೊಂದು 


ಪೂಣಾರ೯ಕ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
Vabe 2, ೩*ರ೮ 2 
ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 


ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: 


VabceZ a+(b+c) = (a+b) +c 
ಉದಾ: 2,-5,7 ಆ ೫ 
2455347) = 242 ಇ 4 ಆಗಿದ್ದು, 
(2+(-5)+7=-3+7 =4. 


ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. 
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(ii) ಏಕದದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: 
2ನಲ್ಲಿ'0' ಒಂದು ಅಂಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
'ಗ86 2 a+0 = 0+a= a 
ಆದುದರಿಂದ 2ನಲ್ಲಿ ಏಕದವು ಇದೆ. 

(iv) ವಿಲೋಮ ಅಂಶದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: 


2ನಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕಕ್ಕೆ ಯಣಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಿದೆ: 
'ಗ8೮ Z a+(-a = (-a)+a=0 
ಆಗುವಂತೆ -8 «2. 


(೪) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣ 


VabeZ 840 ಇ b+a 


ಆದುದರಿಂದ, (2, *)ವ್ರಿ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 2ನಲ್ಲಿ ಅಪರಿಮಿತ 


ಅಂಶಗಳಿರುವುದರಿಂದ ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 


2, ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ (೧, +), (೧, +) ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು. 
0-10), 1-10) ಎರಡು ಗಣಗಳೂ ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲೂ ಅಪರಿಮಿತ ಮತ್ತು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು. 

3. G={1,—1} ಎಂಬುದು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಎಗಿದೆ. 
ಇದರಲ್ಲಿ ಏಕದವು'1' ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 1 ರ ವಿಲೋವು 1 ಮತ್ತು -1 ರ ವಿಲೋಮ 
ಇ, 

4. M ಎಂಬುದು 2 ೬ 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದು ಅದರ ಅಂಶಗಳು ವಾಸ್ತವ 


ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆಯ ಸಂಕಲನವು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ 


(M, +) ಯು ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


EV) 
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ಇಲ್ಲಿ, ರದ್ದಿ ಲ್ವ ಲೃ ಆ ಗ ಮತ್ತು ೦೮ 


ಗ ಸ್ನ ತ್ತ 


ಆದುದರಿಂದ (1, *) ಆವೃತ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಯಾಗಿದೆ. 


(i) ಮೇಲಿನ () ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ, A, 8, ೦೮ 1! ಎಂಬ ಯಾವುದೇ ಮೂರು 
ಮಾತೃಕೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


ಆಗ, ಓ* (840) = ಸಾ ಜ್ಯ PY 
ಷ್ಠ ವೌ ರ್ಕಿ b, ಲ್ಸ. ಲ್ಕ 
+0. ರ್ಕಿ ಲ್ಯ 
es b, +c, 
+D+C, &+ D+, () 
| ಡ್ಮಿ*ಗಿ*ಲ್ಮ 3 
a a b, 
aT ‘|. K ಸಸ k 4 
ಠ್ಶಿ ಡಿ ರ್ಕಿ b 


_ [ಕರಿ ಡಿ. ರ್ಮಿ 
ತ ಡ್ಮಿ+ ರ, ಡ್ಠಿ* ರ, 
a+b, +c, ೩+b+c, 
ಡ್ಕಿ-ರ್ಕಿ-ಲ್ಮ +b +, 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ ಬಂದಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 


ಆದುದರಿಂದ (1/ +) ನಲ್ಲಿ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವುತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
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a a 0 MEAN 
A+0= ೫ |. k |. `` ೩ | = A ಎತತ 
ಅಂತೆಯೇ, 0% ಓ ಎ k x | R ಸ್ಸ್‌ | ಆ ಡ್ಯ |- A .... (2) 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ, 440 ಎ 0+A೩-೩. 


ಆದುದರಿಂದ (1/ +) ಯಲ್ಲಿ ಏಕದಮರುತ್ತದೆ. 


ಆ ತೆ K ಬ ಎಂಬ ಮಾತೃಕೆಗೆ 


3.. ಹೆ 
ಸ ಸ ಈ ಅತ್ತ 
ಜಿ ನಕ್ಕಿ 
ಎಂಬುದು Aಯ ವಿಲೋಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಅಂದರೆ, A+(-4)=0=(-4) +4) 


ಆದ್ದರಿಂದ, Mನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಾತೃಕೆಗೂ ಅದರ ವಿಲೋಮವಿದೆ. 


(V) a, a b, b a+b, a+b 
A B ಎ 1 2 1 2 ke 1 1 ಈ 2 - 1 
ಸ 4 a| |b, ಡ್ಕಿ-ರ್ಕಿ ೩+, (1) 


ಬ Ax ಗ ಕ ಕ ್ಯಟ್ಟೆ್ಸೆ (2) 
+b) ೩+, 


ಏಕೆಂದರೆ, +ವು ಗನಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯವಾಗಿದೆ. 
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ಆದುದರಿಂದ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ A+ 88.4 
ಅಂದರೆ, (M, +) ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಮೂಹವಾಗಿದೆ. 


ದ, 0-11] ನಲ್ಲಿ 'ಂ' ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯು 8೦0 ಇ ೩a+b- ೩ರ 
ಆದಾಗ (೧-11), ಯಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಇದರಲ್ಲಿ ಪ್‌ 3” ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ, 


ಇಲ್ಲಿ, ೦-1) ಅಂದರೆ '1' ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ. 


ಈಗ, 8 ರೀ ೧-11) ಆಗಿರಲಿ. 


(ಗ ಆವೃತ ಗುಣ: 


೩೦ರ ೩ 0ಿ-8ರಿಎಂಬುದು ಕೂಡಾ ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ. ಇದು 1 ಅಲ್ಲ 
ಎಂದು ನಾವಿ ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 8೦ ರಿಎಂಬುದು 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, 


a+b-ab = 

ಅಥವಾa+b-ab-1=0 

ಅಥವಾ (8-1) (ರಿ-1) 20 

ಆದರೆ, ೩-1 ಅಥವಾ ಠಿ.- 1, ಇದು ಎರಡೂ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ 

ಏಕೆಂದರೆ ab « ೧-11} 
ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
(ii) ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: 

ao(boc)=ao(b+c- bc) 


=a+b+c-bc-a(b+c- boc) 


=a+b+c-bc-ab-ac+abc ett) 
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(8೦0)೦೦ = (a + b- ab) oc 
=a+b-ab+c-(a+b-abjc 


=a+b-ab+c-ac-bc+abc ಜಾ 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವೂ ನಿಜವಾಗಿದೆ. 


(111) ಏಕದದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: 6 ಯು ಏಕದವಾಗಿದ್ದರೆ 
aoe = 9೦೩ ಎ 8 Va s0-it 
806 ಇ 8 ಮತ್ತು ೨೦೩ ಎ೩ 
ಅಂದರೆ, ೩+ 9-89 -೩ ಮತ್ತು ೨ ೩-98 ಎಡಿ 
ಅಥವಾ 9- 89 20 ಮತ್ತು 9-98-20 
ಅಥವಾ 9 (1-8) -0 ಮತ್ತು ೨ಎ (1-ಜಬ) ಎ0 
. 6 =0 ಅಥವಾ೩-=॥! 
ಆದರೆ, ೩-1 ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ ಏಕೆಂದರೆ ೩4೯0-11} 
ಆದುದರಿಂದ, €=0 ಆ (೧-11) | 


ಅಂದರೆ, 0 ವು ಏಕದವಾಗಿರತ್ತದೆ. 


(iv) ವಿಲೋಮ ಅಂಶದ ಅಸ್ತಿತ್ವ: 
8೮ ೧-11} ಅಂಶದ ವಿಲೋಮ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ 
೩೦% = ೫೦೩ ಇ 0, ಏಕದಾಂಶ 


’. 80% 0 ಮತ್ತು ೫೦೩೦ 
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ಅಥವಾ 8 4 «- 8೫« ೬0 ಮತ್ತುx+a-xa=0 
ಅಥವಾ ೫ - 8೫ಎ -& ಮತ್ತು ೫- ೬೩ ಎ-ಡಿ 


ಅಥವಾ ೫ (1-8) --೩ ಮತ್ತು «(1 -8) ಎಡಿ 


a 
&-—1 


ಇಲ್ಲಿ 8-1 ೫೬ 0 ಏಕೆಂದರೆ 8 ಆ ೦-11) 


Np 


-. ೩ಯ ವಿಲೋಮವು ನ್ಯ 


a 
ಮತ್ತು _- — {1 
ಜ್‌ ಇಸಾರ್ಯ Ql 


ಪರಿವರ್ತನೀಯಗುಣಗಳು 


ಯಾವುದೇ ಅಂಶಗಳಾದ ೩,0 € ೧-1) 
aob =a+b -ab 


boa =b+a- ba 


0- (11) ರಲ್ಲಿ a+b=b+a,ab=ba 


“. ಡ೦ಗ0 ಎ boa 


ಆದುದರಿಂದ, ೦-1) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 


5 
ಈಗ, -್‌೦x=3”' ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸೋಣ. 


3 


ನವಗೆ 8೫ ಐ _— ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಹ 3 3 
£. 
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3 ೦೫3೯ ವನ್ನು ನಾವು ಹೀಗೆ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ : 


ಶೇ +X X= ನ 
ಶ್ರ. Bes 
ಎ 5 1 2 
pe =X 5 -1] ಅಥವಾ ಷ್‌ಚ 
1 
ಆದುದರಿಂದ x= ಘ್‌: 
6... ಸದಿಶಗಳಗಣದಲ್ಲಿ ಸದಿಶ ಗುಣಾಕಾರವು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಆ ಗುಣವು 


ಒಂದು ಸಂಕುಲವಲ್ಲವೆಂದೂ, ಮತ್ತು ಸದಿಶ ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಇದು ಒಂದು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಹಾ ಶ್ವಾ. ಇ ಇ 
a ಮತ್ತು b ಗಳು ಎರಡು ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 8 x ರಿ ಕೂಡ ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
> 2 ಜಾ ಶ್ಲ 2 ಜು. 
ಅದರೆ 8 ೫0೫೬೯೮ ೫ (ಇರ ೯81೬೪ 
ಅಂದರೆ ಸದಿಶ ಗಣದಲ್ಲಿ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ನಿಜವಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ ಇದು ಸದಿಶ 
ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವಲ್ಲ. 


ಸದಿಶ ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 


ಹಾ ತ್ತಾ 
(1) a + ರಿ ಕೂಡಾ ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಲ > ಭಾ ಜ್ರ 2 ರಟ್ಟ 
(il) a+(b +0) ಇ (a+b+c 


(iii) ಶೂನ ಸದಿಶವು ಏಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ; 


— —3 
(iv) -& ಸದಿಶವು 8 ಸದಿಶದ ವಿಲೋಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು 


ಶರ್ಟ! ಬ್ರಷ್ಟ, ಅಜ ಇಇ. 
(Vv) a +b =b +a 


ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ ಸದಿಶ ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸದಿಶಗಳ ಗಣವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
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ತ ಫಿ bs ಶಕ 
ಈ sina cosa 
ಎಂಬ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗಣವು («ವು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ) ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 


ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


G ={AloeR), A.A ಆ G ಆಗಿರಲಿ. 
(i) Es 0. -sin ದ ಇ B -sin ದ 
ಸ A ಈ | 
a sin 0 cosa ||sin cosh 
cos (+B) -sin (೧-0) | 
| (0+) cos (+B) Jo, pe 
ಏಕೆಂದರೆ ಊಗಿ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ «ವೂ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ, ಅ ನಲ್ಲಿ ಆವೃತ ಗುಣವು ನಿಜವಾಗಿದೆ. 


(ii) ಗಗ ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವು ಸಹವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಗಣದಲ್ಲೂ ಈ ಗುಣವು ನಿಜವಾಗಿದೆ. 
(ii ಗಾ ಏ 1 | ವ ಕ —sin0 | ಪ್ರ 
0 1 sin 0 cos0 


ಎಂಬುದು ಏಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
Adj A 
IAI 
ಇಲ್ಲಿ, | ಹ್ಮ | =cos°u * $1೧770 =140 .. ಸ್ಥಿ” ಆಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದೆ. 


Adj A = Bus 51೧70 | 8 pn (—0) -sin (—-0) | 


(೪) ಮಾತೃಕೆ ಸಿಯ ವಿಲೋಮ A" ಎ 


—SIn0. cos sin (—-0) cos (—-0) 


CS (-0) -sin(—-00) ತ 
a ie (-ಉ  cos(-0) [eA ಲ 


ಆದುದರಿಂದ, ಪ್ರತಿ ಅಂಶ ಸ್ಥಿ ಕ್ಕೂ ವಿಲೋಮವು ಇದೆ. 
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() ಜಗ ಲ್ಸ cos (0+) sin (0+) 
4 "18 ” | sin(oatf) cos (00) 


sin (ಗಿ--0) cos (0-0) 


ರ ks (B+0) sin pe | 


0, ವಾಸ್ತವಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
| +B = B+or 
"A =A. 


ಅಂದರೆ, ಈ ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 
5.1.5 ಮಾಡ್ಕುಲೊ ಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರ 
2,ನಲ್ಲಿ ಮ್ಯಾಡುಲೋ 6 ಸಂಕಲನದ ಕೋಷ್ಠಕವನ್ನು ತಯಾರಿಸಿ. 


Z =1{0,1,2,3,4,5) 


ಅಲ ಸಂಕಲನದ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 2್ಕನ ಎರಡು ಅಂಶಗಳ ಸಾಧಾರಣ 
ಮೊತ್ತ ಕಂಡುಹಿಡಿದು, ಅದನ್ನು 6 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ ಬರುವ ಶೇಷವನ್ನು ಸಂಧಿ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬೇಕು. 
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ಮಾಡ್ಕುಲೋ ಗಣಿತದ ಸಂಕುಲಗಳು 


2, ೬10, 1, 2, 3, 4) ಮಾಡ್ಕುಲೊ 5 ಸಂಕಲನದಲ್ಲಿ (2, ಲೃ) ಯು ಒಂದು 


ಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


(1) 


(iii) 


ಆವೃತಗುಣ: 


ಕೋಷ್ಟಕದ ದಾಖಲೆಗಳೆಲ್ಲವೂ 2, ಗೆ ಸೇರಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ ಗುಣ 
ನಿಜವಾಗಿದೆ. 


ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: 


2, ನ ಯಾವುದೇ ಮೂರು ಅಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಈ ಗುಣವನ್ನು 
ಪರೀಕ್ಷಿಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


(೭ ೮4) 3 ಇ 1 ಲ್ಯ್ಕಿ324 
ಮತ್ತು 2 ೮ (4 9,3) ವಂ ್ರ 2=4 
ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


ಏಕದವು 0 ಆಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಪ್ರಧಾನ ಸಂಖ್ಯೆ 0 ಆಗಿರುವ ಅಡ್ಡ ಸಾಲು ಮೇಲಿನ 
ಸಾಲಿಗೆ ತದ್ರೂಪವಾಗಿದೆ. 
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(iv) 


() 


() 


(11) 


0ವು ಪ್ರತಿ ಅಡ್ಡ ಸಾಲು ಮತ್ತು ಕಂಬ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿದೆ. ಈ ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ನಮಗೆ ಈ 
ಅಂಶವು ತಿಳಿದುಬರುತ್ತದೆ: 


0+0=0 
1+4=4+1=0,4+1=1+4=0 
2433234220 ..(0'=0 (2)'=3, (4) =1 
3+2=2+3=0 (1 =4 (3) =2 
ಪ್ರತಿ ಅಂಶಕ್ಕೂ ವಿಲೋಮವಿದೆ. 


ಈ ಕೋಷ್ಟಕದ ಮುಖ್ಯ ಕರ್ಣದ ಮೀಲ್ಲಡೆಯ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂಕೆಳಗಡೆಯ ಪ್ರತಿಫಲಿತ 
ಅಂಶಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮವೂನಿಜವಾಗಿದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ, (2,, ಲೈ) ಒಂದು ಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 


G = (2,4,6,8} ಇದು ಮ್ಮಾಡುಲೊ 10ರ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು 
ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ದಾಖಖೆಗಳೆಲ್ಲವೂ 6 ಗೆಸೇರಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ 
ಗುಣ ನಿಜವಾಗಿದೆ. 


ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: ಆಯ ಯಾವುದೇ ಮೂರು ಅಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, , 2, 6, 8€ G 
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(iii) 


(iv) 


(೪) 


10, 


(256) 08 = 298 2 6 


28 (608) ಎ 208 =6 


ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


ಏಕದವು '6' ಆಗಿದೆ ; ಏಕೆಂದರೆ ಪ್ರಧಾನ ಸಂಖ್ಯೆ '6' ಆಗಿರುವ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಅದರ 
ಮೇಲಿನ ಸಾಲಿಗೆ ತದ್ರೂಪವಾಗಿದೆ. 


ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ನಮಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶವು ತಿಳಿದಿರುತ್ತದೆ: 


268 2862-26 


4042469426 


6566266626 
892=298=6 


“(2 =8 
(4) =4 
-. (6) =6 
-. (8) ಎ2 


ಅಂದರೆ, ಪ್ರತಿ ಅಂಶಕ್ಕೂ ವಿಲೋಮಿಮಿದೆ. 


ಈ ಕೋಷ್ಟಕದ ಮುಖ್ಯ ಕರ್ಣದ ಮೇಲ್ಲ ಡೆಯ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂಕೆಳಗಡೆ ಪ್ರತಿಫಲಿತ 
ಅಂಶಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವೂತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
ಆದುದರಿಂದ ಅಯು ಒಂದು ಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 


621,3,5,7,8) ಇದು ಮಾಡ್ಕುಲೊ 11 ರಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು 


ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ದಾಖಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಹಲವು ಅಂಶಗಳು, 9, 10, 4 ಅಂದರೆ ಆಅ 
ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ ಗುಣವು ನಿಜವಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ ಆಯು ಸಂಕುಲವಲ್ಲ. 
5.2. ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಕುಲ 

8 ಎ 8,ರಿ,0) ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 


4 ಯಲ್ಲಿ 3 ಅಂಶಗಳಿದ್ದು 3ಗ್ಕಿ = 6 ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯನ್ನು ಮಾಡಬಹುದು. ಒಂದು ಗಣವು 
ಈ 6 ವಿವಿಧ ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು ಸಮಮಿತ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಗಣ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ಕ್ಕ ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯನ್ನು ಎರಡು 
ಸಾಲುಗಳಲ್ಲಿ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


` (ಕುತ ಕೂ [ಸ ಚ ಶಾಕ, 

ಆತ | (2 (5... ೩ ಆ 00 38/, 
ರ abc 
ಹ b ಈ 

ಈ ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಗೈ, ಗೈ, ಗಿ, ಧ್ವ, P, ರ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿದಾಗ 
5=(P, ps aT P} 


ಎರಡು ಕ್ರಮೆಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ದ 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಎರಡು ಕ್ರಮಯೋಜನೆ ಗಿ ಮತ್ತು ಗ ಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. ಆಗ 


abc abc 
2 ಹ =P 
ನ (ನ ಈ 


ಎರಡನೇ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಮೊದಲಿನ ಸಾಲನ್ನು ಒಂದನೇ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಎರಡನೇ 
ಸಾಲಿನ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. ಅದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಎರಡನೇ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಎರಡನೆಯ 
ಸಾಲನ್ನು ಬರೆಯಬೇಕು. ಆಗ 
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abc bc a abc 
kaa ky c at 00 )-(3 0 ಅಯ 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ, ಗ್ಮಿ ಗೃನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಈಗ, ಗೈ. ಗ, ಮತ್ತು ಗ್ಹಿ.ಗ್ಕಿ ಗಳನ್ನು ಪರಿಶಿಲಿಸೋಣ: 


abc abc 
i Rd "| 


|| || 
Res 
ನಿ ರ ನು ಲ 
ರ ೪ ೧ ೧ 
kh A 6 “ಫ್ರಾ 
|| ರ 
ಒರಿ ೧೧೮ 
10 
ಕ a 
ಹ ಕೆ 


ಹಾಗೆಯೇ, ಗೈ. ಗೃ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ: 


ಡಿ.ಿ.6ಿ abc 
PP = | 
Fy ಗಗ್‌ 
ಡ.ಡಿ.0 acb 
acb bc a 
(£5) 


~ PP, + PP, 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಲ್ಲ. 


ಏಕದ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 


abc 
P= 
0 1೪ 
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ಎಂಬುದು ಏಕದ ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆ 


ಉದಾಹರಣೆ 


ವಿಲೋಮ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 


3 ಘನ 
12 ಜಡ ೧ ಫಿ 


ಎಂಬುದರ ವಿಲೋಮ ಕ್ರಮೆಯೋಜನೆಯು ಗನ ಎರಡು ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು 
ಮಾಡಿದಾಗ 


) 

ಹಾಗೆಯೇ, ಧಿ ಎ ( _ 
ತತ 
| 


ಪ್ರಮೇಯ: ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗಣ 
5, ಒಂದು ಸಂಕುಲ. 


ಸಾಧನೆ: 


5S =({a, b, 0) ಆದಾಗ 
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§&=(P, P,P, P,P, Py) 


1’ 2 ತ್ರಿ 


ಗಂ abc 
ಕ್ರಾ ಟ್‌ st) ಫಿ) 
abc ೫೪೭೫೮ 
(286) ಗ್ಯ ಕ್ಕಿ) 
ಗ abc 
P = 2 ಕಾ 
ತ ಕ್‌ | (ಕಿವಿ) 


ಮೊದಲು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಬರೆಯೋಣ: 


(1) ಆವೃತ ಗುಣ: ಈ ಕೋಷ್ಟಕದ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳೂ ಠಕ್ಕ ಯಲ್ಲಿವಿ. ಆದುದರಿಂದ 


ಆವೃತಗುಣ ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


(1). ಸಹನರ್ತನೀಯಗುಣ: ಗೈ, ನ, ದೃ ಈ ಮೂರು ಅಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 


ಈಗ, (ೈ.P).P ಎಗ್ಳಿದಿಎದ್ಳಿ 
ಮತ್ತು ಗ್ವ(ಗಿ. ದಿ) ಎಗ್ಮಿ ದೃಗ 
~(P,.P).P, ಎದ್ಮಿ (ದಿ. ಗೃ) 


ಹೀಗೆ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವನ್ನು ಮನಗಾಣಬಹುದು. 
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(iii) ಏಕದ ಅಂಶ: ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ಗಿ ವು ಏಕದ ಎಂದು ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. 


(iv) ವಎಲೋಮ: ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ 
Pp” =P, PY 


3 


PsN PAR 


4 
p=P P= 
ಅಂದರೆ, ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮಿಗಳಿವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಠಕ್ಕ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಕುಲ. ಆದರೆ ಇದು 
ಅಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 
5.3 ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲ, ಘನಮೂಲ, ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳು 
ಇವುಗಳು ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು ಎಂದು 


ಸಾಧಿಸೋಣ. 


(1) ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು 


ಎ11 ಎಂದಿರಲಿ. 
Nd 
ಅಥವಾ *-1 ಎ0 


ಅಥವಾ (%-1) (x+1) ಎ0 . 
ಅಂದರೆ, ೫-1, -1 ಇವುಗಳು ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು 
ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಕೋಷ್ಟಕ : G ಎ (1, -1) ಆಗಿರಲಿ. 
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() . ಆವೃತಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳೂ 6 ಯಲ್ಲಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ 
ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
(ii) ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ: 
1-1,1€G 
(1 2€(-1)) 201 =-1X1=-1 
1 26 ((-1) 261) =1X 1 ಎದ] 


ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
(iii) 1 ಇದು ಏಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


(1). ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ 1x1 =1 (1ರ =1 
(-1)X(—1)=1 (-1)'=-1 


ಆದುದರಿಂದ 6ನಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋವುಗಳಿವೆ. 


(೪) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವೂತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು ಗುಣಾಕಾರ ಪ್ರತಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 


(2) ಒಂದರ ಘನಮೂಲಗಳು 
೫ 111 ಎಂದಿರಲಿ 
 X-1=0 
ಅಥವಾ (೫-1) (¥+x+1) = 0 
ಅಥವಾ x-1=0 ಮತ್ತು೫X+x+1=0 


ಅಂದರೆ, x = 1 
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ಎಡೆ ಗು di -1೬%3/ 


ಮತ್ತು X= ಕ್ಷ 
2 2 

—1+iN3 (-1.13): 
ಇಬ್ಬ. ಪಾಡ ಗೈ 0 ಒಂ ಸ 

2 

14/23-28 A 

ಅಂದೆ e—————————————=——— 

4 $ 


ಆದ್ದರಿಂದ, 1, 0, 0” ಒಂದರ ಘನಮೂಲಗಳಾಗಿವೆ 


G ={1, 0, 07) ಆಗಿರಲಿ. 


G ಗಣದಲ್ಲಿ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಕೋಷ್ಟಕ: 


ಏಕೆಂದರೆ, ಉ.%7 ಎ 0೫ ಎ1 
07.07 =Mಯ್‌=ಉಯ್‌ =ಉ1=W 


(1) ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳೂ ಅಯಲ್ಲಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ 
ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
(ii) ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: 07, 1,0೮9 


ಈಗ, (0.1). = ಎ1 
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ಮತ್ತು 0೫. (1.0) 00 ಎ1 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


(iii) 


(ಗ) 


(೪) 


(3) 


1 ಏಕದವಾಗಿದೆ. 

ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ tte “(11 
WM. ೮೫7.೮1 (Wy =07¥ 
7.0.0521 (0) = 


ಆದುದರಿಂದ ಆಯ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮುಗಳಿವೆ. 


ಕೋಷ್ಟಕದ ಮುಖ್ಯ ಕರ್ಣದ ಕೆಳಗೆ ಮತ್ತು ಮೇಲೆ ಸಮಾನ ಅಂಶಗಳಿವೆ. ಅಂದರೆ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. ಹೀಗೆ, 1 ರ ಘನಮೊಲಗಳ ಗಣವು 
ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
ಒಂದರ ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳು 

X= 11“ ಎಂದಿರಲಿ. 

ಜಾ ಎಟೆ 

ಅಥವಾ (೫-1) (6.1) ಎ0 

ಅಥವಾ *-1 ಇ 0 ಮತ್ತು 2.120 

ಅಥವಾ (೫-1) (4-1) ಎ0 ಮತ್ತು ಜೆ ಎ-. 

x=, ಹಡಿದೆ =, +i 
ಅಂದರೆ, (1, -1, (ಯು! ರ ಚತುರ್ಥ ಮೊಲಗಳ ಗಣ. 


G ={1,-—1, i -1 ಆಗಿರಲಿ. ಇದರಲ್ಲಿ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಕೋಷ್ಟಕ: 
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(1) 


(iii) 


(iv) 


() 


ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳೂ ಅ ಯಲ್ಲಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತ 
ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
ಸಹ ವರ್ತನೀಯ ಗುಣ;  -1,/-/€ ಪರಿಗಣಿಸಿ. 

ಈಗ, -1 2€ (126-/) ಎ16 (1) ಎದ. 

ಮತ್ತು (-1€ ) ೫/2 -iX-i= 12 ಎ. 


ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
1 ಏಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ... 12611 ly ಈ 
(-1) (ಇಗ) ಎ1. (1) =-1 
iX(-D)=(-)Xi=1 ~ (+) =-i 
—IXi=(0X( D1 OAC =i 
ಆದುದರಿಂದ ಅ ಯ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮಿಗಳಿವೆ 
ಕೋಷ್ಟಕದ ಮುಖ್ಯ ಕರ್ಣದ ಮೇಲಿನ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳೂ ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. 
ಅಂದರೆ, ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿವೆ. 


ಆದುದರಿಂದ (1, -1, | -/} ಯು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
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8.4 ಸಂಕುಲದ ಕೆಲವು ಗುಣಗಳು 
ಕ. ಸಂಕುಲದ ಏಕದವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ 

(6, *) ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿರಲಿ. 
ಅದರಲ್ಲಿ, 6 ಮತ್ತು 6'ಎರಡು ಏಕದವಾಗಿರಲಿ. 
ಈಗ, 6ಯುಏಕದವಾಗಿರುವಿದರಿಂದ 

6'೪69ಎ596*596'ಎಆ6 ೬೬1) 
ಹಾಗೆಯೇ, 6' ಯು ಏಕದವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 

e*6 =6*e=e ..೬(2) 
ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 

9ಎಆ 
ಆದುದರಿಂದ ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಒಂದೇ ಏಕದವಿರುತ್ತದೆ. 
2. (G, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಅಂಶದ ವಿಲೋಮವೂಏಕ್ಕೆಕವಾಗಿದೆ. 
(ಅ, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಆಯು ಏಕದವಾಗಿರಲಿ. 
೩ ಯು ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಅಂಶವಾಗಿರಲಿ. b ಮೆತ್ತು ೭೦ ಗಳು 8 ಯ ವಿಲೋಮಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಅಂಶ b ಯು ೩ಯ ವಿಶೋಮವಾಗಿರುವ ಕಾರಣ 

atb=b*fa=e ಮ) 

ಹಾಗೆಯೇ € ಯು ೩ಯ ವಿಲೋಮವಾಗಿರುವ ಕಾರಣ 

a*c=c*a=e ನಾಥ 

ಈಗ, b= b* [ಏಕದದ ಗುಣದಿಂದ] 

= b* (a*0) [(2) ರಿಂದ] 
= (0*8)*0 [ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣದಿಂದ] 
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= 91*0([(1) ರಿಂದ] 
ಅಂದರೆ, 0೬0 (ಏಕದದ ಗುಣದಿಂದ) 


ಆದುದರಿಂದ, ೩ಯ ವಿಲೋವವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 
3, (೧, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೩ಯು ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಅಂಶವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ(4')' ೨ ೩ 


a ಅಂಶದ ವಿಲೋಮ ೩' ಇ xಎಂದಿರಲಿ 
.X*ಡ೩=೩'* a= ಅe[ವಿಲೋಮಿ ಗುಣದಿಂದ] 
a+x=a+*a' =e 
.X*Aa=atx=e 
ಇದರಿಂದ «ನ ವಿಲೋಮವು 8 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
ರ್ಟ. 
ಅಂದರೆ, (4) ಎ8 
4. ೩ ಮತ್ತು ಠಿ ಗಳು (6, ೫) ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 
| (axb)i=b'xa 
ಈ ಮುಂದಿನ 'ಗುಣಲಬ್ದ' ವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ: 


(axb) x (b'xa") 


= ax [bx(b'xa")] (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 

= ax (beta) (ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ) 

ಈ ಈ (ex a) (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 

ಎ ಡಿಡಿ (ಏಕದದ ಗುಣ) 
=6 (ವಿಲೋವು ಗುಣ) 
(00) x (b'x a") ಎಂ | ಎತ್ತು 
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ಈ ಮುಂದಿನದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ 


(0'« a") «(ಈ«ರಿ) 
= b'x[a'x (axb)] 


bx [(a"xa) x ಗಿ) 


bx(exb) 


bx b 


= 6 


~ (0181) (ab) = e 


ಈಗ, (1) ಮೆತ್ತು (2) ರಿಂದ 
(axb)x (b'xa"™) = (b'xa")x (ab) ಎಂ 


ಅಂದರೆ, (೩:b)ದ ವಿಲೋಮೆವುರಿ'x ೩" 


(ab) =b'x a" 


ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲ ನಿರಸನ ನಿಯಮಗಳು 


(ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


(ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


(ವಿಲೋವು ಗುಣ) 


(ಏಕದದ ಗುಣ) 


(ವಿಲೋವು ಗುಣ) 


a, b,c ಗಳು (G,*) ಸಂಕುಲದ ಯಾವುದೇ 3 ಅಂಶಗಳಾಗಿರಲಿ. 


ಆಗ (1) a@b=a*c=b=c 


(i) a*b=c*b2a=c 


a:b= aC 
೩೮೮ =>a'G 


ಈಗ, (1) ರಿಂದ 


a'*(a*b)=a'+*(a0) 


ಜ್‌ 


ಚ (aa) *b= (a'*a) *C 


ಅಥವಾ e*b=6*C 
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ಎಡ ನಿರಸನ ನಿಯಮ 


 ಬಲನಿರಸನನಿಯಮ 


. (2 


(1) 


(ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


(ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 


ಅಥವಾ -0 ಎಂ (ಏಕದದ ಗುಣ) 
.. &ab=a*c—b-=c 
(iy atb=c*b | ..- (2) 


ಆಗಿರಲಿ. ಯಾವುದೇ ಅಂಶ 


bEG=ewbh'eG 
ಈಗ, (a*b)*b' =(c*b)*b™ [(2) ರಿಂದ] 
2. a(bxb')=c*(bxb") (ಸಹವರ್ತ್ಶನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ ೩a೮=- ೦೮೬ (ವಿಲೋಮಗುಣ) 
ಬ (ವಿಕದದ ಗುಣ) 
~abeciboac iy 
6. ೩ | ಮೆತ್ತು bಗಳು (6, *) ಯ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 
೩*x=- ಠಿ ಮತ್ತು y*a= ರಿಸಮೀಕರಣಗಳ ಉತ್ತರವು (6 *) ಯಲ್ಲಿದ್ದು ಅದು 
ಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಜೋ 4 
88೫ b | | ಒತತ] 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ. 


೩೮6.೬೯" ೇ0.-. 


ಈಗ, ೫1 *(೫)0 ಎ೩, 11)ರಿಂದೆ - 

ಅಥವಾ (4 *೩)*x=೩'*b (ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ) 
ಅಥವಾ, ಹ a'xb (ವಿಲೋಮಿಗುಣ) 
ಅಥವಾ x= ೩'*b (ಏಕದದ ಗುಣ) 


ಆದ್ದರಿಂಓ,' pe ಯಲೆ. ಧಯು 032೬ ಏಸಮೀಕರದ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 
ಈಗ, ಈ ಪರಿಹಾರವು ಏಕ್ಕೆ 'ಕವಾಗೆದ್‌ ಸಿಂದು" ತೋರಿಸಬೇಕು. 
x, ಮತ್ತು ಸ ಇವು ಎರಡೂ ಅಂಶಗಳು ೫ಎ ರಿಸವೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರಗಳಾಗಿರಲಿ. 
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ಅಂದರೆ, 8* ಎರಿ, ೩* ಎರಿ 
ಷ್‌ ನಂಟ” 
~a*(ax)=a"+(a*x) 
ಅಥವಾ (8'*8)*% -(೩'*೩)* ೫, (ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ) 
ಅಂದರೆ, 6* ಸ = 6*.್ಕ (ವಿಲೋವು ಗುಣ) 
ವಿಜ ಎಸ್ಟ (ಏಕದದ ಗುಣ) 
ಅಂದರೆ, 8೫ ಇ ರಿಸವೀಕರಣದ ಉತ್ತರವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 
ಈಗ, ಎರಡನೇ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


೫ *a=b ಇತ 

a€cG .a'€G 

~(y*a)* a’ = bra" 

ಅಥವಾ y* (a4) = bra! (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 

y*e=bxa" ಡಿ "(ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
y=ba" (ಏಕದದ ಗುಣ) 


y=bಿ*೩' €Gಯು /* 8 ಇ ರಿಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 
ಈಗ, ಈ ಪರಿಹಾರವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. ನ್ಯ 


ಅಂದರೆ, ೪, ಮತ್ತು ೫ ಎರಡೂ ೪* ೩= ರಿ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವಾಗಿರಲಿ. 


y*a=b ಮತ್ತು ಸ್ಟ್‌ a=b 


“yay, *a 
೬ 1 1 ಜ್‌ ಲ್ಪ], 

ಅಥವಾ y, *(3* 871) ಎ y+ (a* a") (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ ಗ *೮ ದ ಇ ಶಿ ವ (ವಿಲೋಮಗುಣ) . 
ಅಥವಾ y- ಗ ಜೆ (ಏಕದ ಗುಣ) 


2.1 * a= ರಿಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 
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5.5 


ಉಪಸಂಕುಲಗಳು 


(G,*) ಯು ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿರಲಿ ಗ ಎಂಬುದು ಅ ಯಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ 
ಉಪಗಣವಾಗಿರಲಿ. (ಗೆ, *) ಕೂಡಾ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾದರೆ ಅದನ್ನು 6 ಯ 
ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಈ (1, -1, 1-ಗಿ ಯು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


H={1,-1}ಯು ಅಯ ಉಪಗಣ ಮತ್ತು ಇದು ಕೂಡಾ ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 
ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
ಆದುದರಿಂದ ಯು G ಯು ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 


(R,+) ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 

1೫ 

(1, ೬) ಕೂಡಾ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 

.!ಯು ಔನ ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 

G=1{1,-—1,1, -} ಗುಣಲಬ್ಧ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 


(1-11, 1 ೧ ಅ ಆದರೆ ಗ ಉಪಸಂಕುಲವಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ 11-122-14 ಗ. 
ಅಂದರೆ, ಆವೃತ ಗುಣವು ನಿಜವಲ್ಲ. 


ಸೂಚನೆ : 


(ಆ, *) ಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಮತ್ತು (6) ಗಳನ್ನು ಅನುಚಿತ ಉಪಸಂಕುಲಗಳೆಂದು 


ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ: 


(ಆ, *) ಯ ಶೂನ್ಮವಲ್ಲದ ಉಪಗಣ ಗ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 


ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. 


(1) VabeH 8*ರಿ€ ಗ 


(ii) VaeH, a' eH 
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| (ಗ, *) ಎಂಬುದು (6, *) ಯ ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿರಲಿ. 
ಈಗ, (vVabeH ax*beH 
ಮಿತ್ತು (0) 8೮ ೧, 8' ಆ ಗ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 


(ಗ, *) ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದೂ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. ಆದುದರಿಂದ 
ಆವೃತ ಗುಣ ಮತ್ತು ವಿಲೋಮ ಗುಣಗಳನ್ನು ತೃಪ್ತಿಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


VabeH ೩*0೮ ಓಗಿ 


VaeH a eH 


॥ Hc ಅ ಮತ್ತು 
() VabeH ax*beH 
(1) VaeH a' eH ಎಂದಿರಲಿ. 
ಈಗ, ಗೆ ಒಂದು ಉಪ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
(1) ಮೆತ್ತು (1) ರಿಂದ ಆವೃತ ಗುಣ ಮೆತ್ತು ವಿಲೋವು ಗುಣಗಳು ನಲ್ಲಿ ನಿಜ ಎಂದು 
ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
(1) ರಲ್ಲಿ ರಯ ಬದಲಿಗೆ ೩' ನ್ನು ಬರೆದಾಗ 
ax*a' eH 
ಅಥವಾ ee ಟಗ 


ಅಂದರೆ ಏಕದವು ನಲ್ಲಿ ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿದಂತಾಯಿತು. ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು 6 ಯ 
ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. ಅ ಆದುದರಿಂದ ಇದು ಗನ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ 
ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ ಗೆ ನಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲದ ಎಲ್ಲಾ ಗುಣಗಳು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿವೆ. 
ಆದುದರಿಂದ ಗ ಎಂಬುದು G ಯ ಉಪ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
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ಪ್ರಮೇಯ2: 

6 ಯ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಉಪಗಣ ಗ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲ ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ ಅದು ೪೫ ೩ 0೮೮ ಗ, 8*01' ಆ (ಎಂಬ ಗುಣವನ್ನು ಹೊಂದಿರಬೇಕು. 
ಸಾಧನೆ: 

ಗ ಎಂಬುದು G ಯ ಉಪಗಣವಾಗಿರಲಿ. | | 

ನಾವು ೪೫೩0 ೮ ಟ, a*b' € ಗಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 

Hc G ಆದುದರಿಂದ ಅಯ ಎಲ್ಲಾ ಗುಣಗಳು ಗನಲ್ಲಿ ಇವೆ. 

ಆದುದರಿಂದ 0೮ ಗ ಎವಾ0'೮ ಗೆ (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 

HAE ೫ ಆ EH 

. 8* 01೮ ಗೆ (ಆವೃತ ಗುಣ) 
|| ಗ ೦ ಅವತ್ತು ೪೩0೮ Ha*b' EH ಇರಲಿ. 

ನಾವು ಗೆ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 

ಈಗ, ೩*01ಆ (೪೩ ಓಿಆ ಗಎಂದು ಗೊತ್ತಿದೆ. 

ಇದರಲ್ಲಿ b ಯ ಬದಲು ೩ನ್ನು ಬರೆದಾಗ | 

a*a'eH=eeH 

ಅಂದರೆ, ಏಕದವು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದೆ. 

8*101' ೮ ಗ ಇದರಲ್ಲಿ ೩ಯ ಬದಲು 6 ಬರೆದಾಗ 

ಈ* ಗಿ .ಆ.೪.%1₹೯*| ಆಗ 

ಅಂದರೆ, ವಿಲೋಮಗುಣ ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


೩* 01 ಆ ಗಇದರಲ್ಲಿ 0ಯನ್ನು 07 ನಿಂದ ಬದಲಿಸಿದಾಗ 
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a*(b)'eH 


ಅಥವಾ a*be ಟು 


ಅಂದರೆ ಆವೃತ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. Hc G ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ಗ 
ನಲ್ಲೂ ನಿಜವೆನಿಸಿದೆ. ಅಂದರೆ, / ನಲ್ಲಿ 6 ಯ ಎಲ್ಲಾ ಗುಣಗಳೂ ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿವೆ. 
ಆದುದರಿಂದ (ಗೆ,*) ಎಂಬುದು (6,*) ಯ ಉಪಸಂಕುಲ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
l. Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3....} 
ಮತ್ತು H={....-3m, -2m, -m, 0, ಗಾ, 2m, 3m...} 


(17 ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ) ಆಗಿದ್ದರೆ, (ಗೆ,4) ಎಂಬುದು (2+) ನ 
ಉಪಸಂಕುಲಎಂದುತೋರಿಸಿ. 


ನವಗೆ ಈಗಾಗಲೇ (2, *) ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
ಈಗ, HCG ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಮೇಲಿನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
abt‘ eH VabetH 
ಆದರೆ ಗೆ ಎಂಬುದು G ಯ ಉಪಸಂಕುಲವಾಗುವುದು. 
a=rm b=sm 
ಎರಡು ಗೆ ನಅಂಶಗಳಾಗಲಿ. ಇಲ್ಲಿ / ಮಿತ್ತು $ ಎಂಬುವು ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು. 
ಇಲ್ಲಿ, 0ಎ 6/77 ಆದರೆ 07 --sm 
ಏಕೆಂದರೆ ಇಲ್ಲಿ ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯು ಸಂಕಲನ 
“ab =rm-sm 
= (r— s)m 
= km 
(ಕಾರಣ ೧-8 ಎ (ಇನ್ನೊಂದು ಪೂಣಾರಕ) 


ಅಂದರೆ, 8೩0 ' =km € H 
* 


ಆದ್ದರಿಂದ, (ಗೆ, +). ಎಂಬುದು (2, *) ನ ಉಪಸಂಕುಲ. 
(ಅ,0 ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಮತ್ತು 8 € G 

ಟೂ ಸ್ಗೆ...ಗೆ.ಈಗೆ ಕಸಿ ಹೈ ಸ್‌. ಹೌ ಐಡಿ 

ಎಂಬುದು G ಯ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, 8೮ ಅಆದರೆ ಆವೃತ ಗುಣದ ಪ್ರಕಾರ 8 ಯ ಎಲ್ಲಾ (ಪೂರ್ಣಾಂಕ) 
ಘಾತಗಳು ಅ ಯಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


HG 
ಈಗ, VABeHnA ABeH 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿದರೆ ಗ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲವಾಗುವದು. 
6 ಎ8, B=a° ಆಗಿರಲಿ. 
ಎ. AB'=a’(a°)" 
ಜರ್‌ ಜಾಷ'ಡೆ 

ಎ8" (ಇಲ್ಲಿಗ-56=- ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ) 

ಅಂದರೆ, 407128 ೮ ಟಗ 


ಆದ್ದರಿಂದ, (ಗ ಎಂಬುದು 6 ಯ ಉಪಸಂಕುಲ. 


H={0,2,4} ಮತ್ತು 6 =(0,1,2,3,4,5) 


© mod6 


ಆದರೆ ಗ ಎಂಬದು ೀಯ ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


© mod 6 


ಗವ G ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಈಗ 

Vabe Hf ab eH 

ಎಂದು ತೋರಿಸಿದರೆ ಗ ಎಂಬುದು ಆಯ ಉಪಸಂಕುಲವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಪಗಣದಲ್ಲಿ, ಈ mMಂd 6 ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 

(0) = 0, (2)' ೬4 ಮತ್ತು (4) -2 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
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5.6 


(1) 


ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಾದ ೩, 0೮ ಗೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 
a=0, b=2 ಆದಾಗ ab 204424೮ ಓ 


a=0 b=4 ಆದಾಗ ab 204222೮ ಟೆ 


ax0 be0 -₹ ab' =0+0 =0€ H 
a= 'ಗೀಿಜಗ್ರಿ * ab' =2+0 =2e H 
&=2 Dag ಶ್ಯ ab' =2+4=0e H 
24 bed ₹ ab' 244024೮ (ಗ 
ಷ=k ಡಿಎ. ₹ ab' =4+4 =2e H 
ಷಿ (0 ab' =4+2=0e H 


ಇಲ್ಲಿ, 8೮೪7966 ೮ ಯನ್ನು ೩ 1' ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


. 801 eH VabeH 
ಆದ್ದರಿಂದ, / ಎಂಬುದು ಆ ಯ ಉಪಸಂಕುಲ 


ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು 


G ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ (೩ರ) - ೯' b' ಆದಾಗ ಆಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


ನಮಗೆ ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿದಿರುವಂತೆ (೩b)' ಎ೮ ೩" 
ಬ ಟೆ ಗಂಗೆ 
0 = x ಎಂದಿರಲಿ ೯' - y ಎಂದಿರಲಿ. 


ಆಗ, XY= YX 
ಆದುದರಿಂದ ಅ ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 
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(1) 


(iii) 


(iv) 


6 ಸಂಕುಲದ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂ ಅದರ ವಿಲೋಮವೇ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಯು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
a be ಅ ಆಗಿರಲಿ. 
8೬81 ಮತ್ತು b-ರ" 
ಏಕೆಂದರೆ, 6 ಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವು ಅದರ ವಿಲೋಮವಾಗಿದೆ. 
ಈಗ, 8೩,0೮ ಅಆ ಮ 80665 


-. ab= (80)' MU 
ಆದರೆ (೩b) -b' 8' ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
(ab) = ba ವ 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 
ab = ba 
ಆದ್ದರಿಂದ ಅಸಂಕುಲವುಪರಿವರ್ತನೀಯ 


6 ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಸಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಷ್ಟು ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಅದರಲ್ಲಿ 8' ಎ೩ 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಕನಿಷ್ಠ ಒಂದು ಅಂಶ ೩6 ಇರುತ್ತದೆ. 


G ಯಲ್ಲಿ ಸಮಸಂಖ್ಯೆಗಳಷ್ಟು ಅಂಶವಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಇದು 2೧ ಎಂದಿರಲಿ. 
ಇದರಲ್ಲಿ ೧ ಅಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಉಳಿದ ಗ ಇವುಗಳ ವಿಲೋಮ ಅಂಶಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಈ ೧ ಅಂಶಗಳಲ್ಲಿ, ಆ' - "ಆದುದರಿಂದ ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ (2೧-1) ಅಂಶಗಳಿವೆ 
ಎಂದಾಯಿತು. ಆಗ ಅ ಯಲ್ಲಿನ ಅಂಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಬೆಸವಾಯಿತು. ಆದುದರಿಂದ 
G ಯಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಇನ್ನೊಂದು ಅಂಶ ೩ 6 ಇರಬೇಕು. : ಅದು 8' - ೩ 
ಎಂದಾಗಬೇಕು. ಆಗ 6G ಯಲ್ಲಿ ಅಂಶಗಳು ಸಮಸಂಖ್ಯೆಯಷ್ಟಾಗುತ್ತವೆ. 

(ಆ, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ 8೫೫8 ಎ 6, bt b= e,c*Cc=e.... 

ಅಥವಾ ೩4-6, 026, ಯಅ...... 

ಆದರೆ 6 ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, 8€ ಈ, 0೮೮6 , .. 80೮60 
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(೪) 


(v) 


”. (ab) =e 
ಅಥವಾ (೩ರ) (80) - 6 
ಅಥವಾ ೩(b೩)b = 6 
ಅಥವಾ ೩8(ba)bb = a eb 
(ba) = ab 
e(ba) e= ab (ಕಾರಣ ಣಿ -ಎ ೫ - 6) 
ಅಥವಾ 08 - ೩b 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಆ ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 
ಸಂಕುಲ ಯಲ್ಲಿ (೩ರ) - ಡ್‌ ೪ 89,6೮ G ಆದರೆ ಆಯುಪರಿವರ್ತನೀಯ 
ಎಂದುತೋರಿಸಿ. 

ಈಗ, (೩b) - 0 

ಅಥವಾ (೩0)(80) = (aa) (bb) 

a(ba)b = a(ab) b (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 

ಅಥವಾ 08 - ೩b (ನಿರಸನ ನಿಯಮಗಳು) 
ಆದ್ದರಿಂದ, 6 ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 
G ಸಂಕುಲವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಾದರೆ (80) ಎ ೫ 0 ೩, ರ€EG ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ, (ab)? = (80) (80) 

| = a(ba)b 
= a(ab) b.(ಕಾರಣ G ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ: ೩b-ರ೩) 
= (88) (bb) (ಸಹವರ್ತನೀಯಗುಣ) 


ಅಂದರೆ, (೩b)? - ೩&೫ 
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ಸೂಚನೆ: 


(vil) 


(1) 


ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಲ್ಲಿ ೩* ಅನ್ನು 80 ಎಂದು ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


(6,*) ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ 2 ಅಥವಾ 3 ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ ಅದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


G ಯಲ್ಲಿ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಒಂದು ಅಂಶ ಏಕದವಾಗಿರಬೇಕು. 
" G=1{೩,6) ಆಗಿರಲಿ. ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


p ೩*೩ - 8 ಅಥವಾ ಅ ಆಗಿರಬೇಕು. 


೩*೩= 8 ಆದರೆ ೩-೬, ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


ಣಜ ”. ೩* 8 = 6 ಆಗಿರಬೇಕು. 


ಈಗ, ಕೋಷ್ಟಕವು ಈ ಮುಂದಿನ ಸ್ವರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತದೆ: 


(2) 


a ಕೋಷ್ಟಕದಲ್ಲಿ ಪ್ರಧಾನಕರ್ಣದ ಎರಡು ಪಾರ್ಶ್ವಗಳಲ್ಲಿ 
a ಔ ಒಂದೇ ರೀತಿಯ ಅಂಶಗಳಿವೆ. 
1ಈಸಜ1 ಇದರಿಂದ ಆಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಆಯಲ್ಲಿ 3ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಒಂದು ಅಂಶ ಅಆಗಿರುತ್ತದೆ. 

.. ಅ 216, ೩, ರಿ) ಆಗಿರಲಿ. ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 

ಈಗ ೩*ರ 8 ಏಕೆಂದರೆ ೩*ರಿ - 8 ಆದರೆ 
ನಿರಸನ ನಿಯಮದಿಂದ 0ಅಆಗುತ್ತದೆ; 
ಇದೇ ರೀತಿ, a*b ೬b 

ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


೨. ಡ*ೇಗಿಎ6ೀ 
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ಹಾಗೆಯೇ, `0*8 ಅಆಗುತ್ತದೆ 
೬ &8' =bಿಮತ್ತುರ' ಎ೩ 
ಈಗ ೫8೫: ಅ 
ಏಕೆಂದರೆ, 8* 8 ಎ ಅಆದರೆ 8' ೩ ಆಗುತ್ತದೆ; ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 
ಏಕೆಂದರೆ, 8 * 8 ಎ 8 ಆದರೆ ೩-6; ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 
ಹಾಗೆಯೇ, ೩* ೩೯೩ 
ಇ. 8*8-ಎರಿ 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 0*0 - 8 ಆಗುತ್ತದೆ. 
ಈಗ ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 


ಇದರ ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಮೇಲೆ ಮತ್ತು ಕೆಳಗೆ ಸಮಾನವಾದ ಒಂದೇ ಅಂಶಗಳಿರುವ 
ಕಾರಣ ಸಂಕುಲವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 


ಅಭಾಸ -5 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುವು ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆ ಎಂದು ತಿಳಿಸಿ. 
() Nನಲ್ಲಿa*b = 85ರ 


(0 2ನಲ್ಲಿ ah a+b +1 


(1) Nನಲ್ಲಿ ೩*b 


141 


2. (1 


(1) 


(iii) 


(iv) 


() 


(vi) 


(vil 


(vii) 


(00) 


ab 


(1) Rನಲ್ಲಿa*b = 


(ಗ) ಗನಲ್ಲಿa*b ಎ1. 
(vi) ಗನಲ್ಲಿ ೫೫0 =A8-b 


ಔನಲ್ಲಿ 240೬-30 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಈ ಕ್ರಿಯೆಯು ಸಹವರ್ತನೀಯ ಮತ್ತು 


ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ನಲ್ಲಿ 8*038-50479ರಿಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಈ ಕ್ರಿಯೆಯು ಸಹವರ್ತನೀಯ 
ಮತ್ತು ಪರಿವರ್ತನೀಯವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


2 ನಲ್ಲಿ 8*ರಿ - 84045 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಇದರ ಏಕದ ಮತ್ತು ೩ ಯ 
ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 ನಲ್ಲಿ ೫೫ರ - 8-0-1 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಇದರ ಏಕದವನ್ನು ಮತ್ತು 47'ನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 
ಕ್ರಮಯೋಜನೆ ಸಮೂಹ ತ್ಕ ಯಲ್ಲಿ ತೈ ಭತ ಆದರೆ $,”'ನ್ನು 

3 ಎ. ಚ್‌ ದ್ರ 4 9 1 ಷ್ಠ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ರಹೇ ಕ 
f= = ಸ 
; J 9 | ತಾ ಆದರೆ . 9ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


ಜು ಹ! 
a= ( > ಚ. ಸದ ಆದರೆ «.pನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


ಪೂಣಾರಕ ಗಣ 2ನ ಮೇಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ *ನ್ನು ೩*ರ = ೩೬b೪2 ಎಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಕಿಸಿದರೆ ಅದರ ಏಕದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


:ಗುಣಾಕಾರ (೧106 10)ರ ಸಂಕುಲ ಈ ಇ (1,3,7,9]ನಲ್ಲಿ 3ರ ವಿಲೋಮವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕ 
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(x) 


(x1) 


(xil) 


(xiii) 


(xiv) 


(xv) 


(xvi) 


(xvii) 


(xvii) 


(xix) 


6=1(1,-1,,- ಸಂಕುಲದ ಅನುಚಿತ ಉಪಸಂಕುಲಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಷ್ಟು? 


6 ={1,5,7,11}, »479612 ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ 5” * 7714 117'ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


0 
ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ '*' ಪರಿಕ್ರಿಯೆ ೩*ರ ಜದ 


ಆದಾಗ ಅದರ ಏಕದ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಡರಿ--3೨ 


ಆದಾಗ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯು 
ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ab 


೧ ಗಣದ ಮೇಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ * ಅನ್ನು ೩b = ಎಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಕಿಸಿದರೆ ಏಕದವನ್ನು ಮತ್ತು 8ರ ಅನುಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(ಆ, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೩,೦,6 ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, (4a*ರ'*೮'*0)' ೨? 
G ಯು ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲವಾದರೆ (4'b್‌'0)' =? 


G=1{1,3,4,5,9}) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ 5 ರ ವಿಲೋಮವೇನು? 


mod11 


ಶೂನ್ಮರಹಿತ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೩೬ರ ಎ 3 ಆಗಿದ್ದು 


2*x೬5 = 10 ಆದರೆ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2ಗಣದ ಮೇಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ * ಅನ್ನು a*b- ೩+b+5 ಎಂದು ವ್ಮಾಖ್ಕಿಸಿದರೆ 
ಏಕದವೇನು? 


(3,, 7೧೨೦೮ 6] ಗಣದಲ್ಲಿ 2.47' + 3” ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


G=1-3,-2,-1,0,12,3) ಅದಾಗ ಈ ಗಣವು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 
ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


ಇ ಕ್‌ 
ಆ 
ಕ ಜಾ MN ತ್‌್‌ ಅಲ್ಲ PRY 
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10. 


11. 


1 


13. 


Gಯು ಎಲ್ಲಾ ಸಮಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ 
ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


ಅಯುಎಲ್ಲಾ ಬೆಸಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ 
ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


೧- {0} ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ. 


ಆಂ ತ್‌, 2ನೆ.2ಿಜ್ಕೆ TAN ಚ ಗಣಷು 
ಗುಣಾಕಾರ ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2-2 84101 abe ||) ಈ ಗಣವು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಅಪರಿಮಿತ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


G ={a+b 12, a,b € 0 ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಕುಲ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಎಲ್ಲಾ ಗಾಗ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಗಣವು (ಮಾತೃಕೆಗಳ ಅಂಶಗಳು, ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಅಥವಾ 
ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಆದಲ್ಲಿ) ಮಾತೃಕೆಗಳ ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಎಂದುತೋರಿಸಿ. 


G={(cos6 + 61೧79)165/1 ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


ಲ-11)ಗಣದಲ್ಲಿ ೫5೦ ೩+b+೩bಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಇದು ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
ಸಂಕುಲಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಗಣವು ಮಾತೃಕೆಯ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳು ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
i) G=({0,1,2,3,4,5}, © mod 6 

li) G=11,2,3,4,5} © mod6 

(1) G=1(1,23,4}, ೨೧೦೮5 

(1) G={0,3,6,9}), © mod 12 


() G=11,5,7,11}, @ mod 12 


1) G=1{1,2,3}), $9 mod 4 

(vi) G={0), + 

(vii), ಆ ={1),x 

(G, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಹೆ ೩ ಆದರೆ ೩- 6 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ' 

(ಆ, +) ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ -(-೩) ಇ ೩ ೪ ೩೯ ಅ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

G ಯು ಎಲ್ಲಾ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದು, ಗೆ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ 


ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ, ಗ ಎಂಬುದು ಅ ಯ ಉಪಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. ಇಲ್ಲಿ 
ಸಂಕಲನವು ದ್ವಿಮಾನಕ್ರಿಯೆ. 


OC 2 2,2 2,2... 
(1, 2, 2, 23...], ಆದರೆ ಗ ಎಂಬುದು 6 ಯ ಉಪಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು 


G={1,-1,/ -ಗ್ಗಿ ಸಂಕುಲದ ಉಪಸಂಕುಲಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


G=1{0,1,2,3,4,5) 
ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ: 


ಸಂಕುಲದ ಉಪ ಸಂಕುಲಗಳು ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳೇ 


$emod6 


(1 H=10,3) (0 H, ಎ10,2, 5) 


G=1{3”1n ಪೂರ್ಣಾಂಕ} ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ (ಅಬಿಲಿಯನ್‌) 
ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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() 


ಅಧ್ಯಾಯ-6 
ವೃತ್ತಗಳು 


ವಿವರಣೆ: 
ದತ್ತಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 
ವೃತ್ತವೆನಿಸುವುದು. 


ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
ಮೂಲಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರ: 


೦(0,0) ಮೂಲ ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಕೇರದ್ರವಾಗಿಯೂ, 1 ತ್ರಿಜ್ಯ 
ವೌಗಿಯೂ ಇರುವ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. P(x )/ 
ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವು 


"ದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದು Y'. ಚಿತ್ರ 6.1 


ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 6.1). 
P ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಪಥದ ನಿಬಂಧನೆ ೦ = r ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಅಂದರೆ-OP ಎ ೯ 
ಅಥವ 


ಇದು, ಮೂಲಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರವಾಹ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 


(1) €(ಗ,k) ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ, / ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಇರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 


(೧,1) ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ,  ತ್ರಿಜ್ಮವಾಗಿಯೂ ಇರುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ 
(ಚಿತ್ರ 6.2). 


P(x,y) ಎಂಬುದು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಬಿಂದು ಪಥದ ನಿಬಂಧನೆ: 


ಎ 146 


“(0೧.1 


Y 
ಕ್ಕೆ | 
P(x Y) 

ಅಥವಾ CP: = 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 

(xh) + (1-೪)? =F 
ಇದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. i ೦ 7 

X 


ಚಿತ್ರ 6.2 


6.1.3 (x,y) ಮತ್ತು (೫,೪) ಗಳು ವ್ಯಾಸವೊಂದರ ತುದಿಗಳಾಗಿ ಉಳ್ಳ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ ಗೆ 
N P(xy) 
AB ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳು 
(X,, Y,) ಮತ್ತು (ಸೈ, |) ಆಗಿರಲಿ. 
೧ (x,y) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ A 


B 
ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 6.3). (x,,¥) 


(x, 0) 
ಚಿತ್ರದ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 


APB = 90° 
(ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿನ ಕೋನ) 

ಆದ್ದರಿಂದ 

(APಯ ಓಟ) (PBಯ ಓಟ) ಎ-1 


A 4 ರ) $3 
XX, X—X, 


ಅಥವಾ[(x-x,) (X-x,) * (Y-Y,) 0-1) = 0 


ಇದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 
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6.1.4. ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣ 
X+y+2gx+2ty+c=0 (1) 
ಎಂಬ ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ. 
ಸಮೀಕರಣ (1) ನ್ನು 
(+ 2000/ + 2fy) = -ಂ 
ಅಥವಾ («24 2044 02 + (y+ 21 +f =-c+ 024 13 
ಅಥವಾ (೬-071 = (0-1-0 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು 
040 ೬0೬1 ಎ(ಈಾಾಪ್ರಾಃ 
ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. | 
ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ (-9, -ಗ) ಎಂಬುದು ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವನ್ನು ಮತ್ತು 10-0-0 
ಎಂಬುದು ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತವೆ. 


ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣದ ಲಕ್ಷಣಗಳು 


1. 23. +29X+21y+ ೦-0 ಎಂಬುದು x ಮತ್ತು /ನಲ್ಲಿರುವ ಎರಡನೇ ಘಾತದ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣ. ಇದರಲ್ಲಿ ಸ ಮತ್ತು )' ನ ಸಹಗುಣಕಗಳು 
ಐಕ್ಕಧಾತುವಾಗಿರುವುವು. 


2. ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 9-0 ಆದಾಗ ೫+)” +2fy+c=0 
ಸಮೀಕರಣವು y- ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ. (0,-ಗಿ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವಾಗಿವುಳ್ಳ 
ವೃತ್ತವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 


3. ಸಾಮಾನ್ಕ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 1-0 ಆದಾಗ * 4 7-204 ೦೫೦ ಸಮೀಕರಣವು 
x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುವ (-9, 0) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವಾಗಿವುಳ್ಳ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 
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4. ಅದೇ ರೀತಿ ೧:0 ಆದಾಗ + ¥ + 204 21 - 0 ಸಮೀಕರಣವು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಹಾದು ಹೋಗುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 


5. 9” +*1f- 0 ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತವನ್ನು ನೈಜವೃತ್ತವೆಂದೂ, 
ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಊಹ್ಮವೃತ್ತವೆಂದೂ, ಶೂನ್ಯವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಬಿಂದುವೃತ್ತವೆಂದೂ 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 

6. ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸುವಾಗ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಸ್‌ ಮತ್ತು y ಪದಗಳ 


ಸಹಗುಣಕಗಳನ್ನು 1 (ಐಕ್ಕಧಾತು) ಆಗಿಸಿಕೊಳ್ಳಬೇಕು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1, (2,3) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ, 6 ಮಾನಗಳಷ್ಟು ತ್ರಿಜ್ಮವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
(x-2)° + (1-3)? = (6) 


ಅಥವಾ +) -4x-6y-23 = 0 


2. 2೫ 42) + 5x + 3y-2 = 0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಮಗಳನ್ನು 
: ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 2 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


7 
0. (6. CA 
2 2 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು 
5 —3 
(-g,=f) = ಡಿ ವ್‌ 
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ಎ 1% 542 
ಆ 1, 3 


(4,2) ಮತ್ತು (-3,-5) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳಾಗಿವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 

(೬-4) (13) + (y-2) (5) = 0 

ಅಥವಾ *¥+ / -x+3y-22=0. 


(4,-1) ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಕೇಂದ್ರವಾಗಿವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 
x-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ' 
ಕೇಂದ್ರವು (-9, ಇಗಿ 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


x - ಅಕ್ಬವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 

ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಮವು |/ 1 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
(ಎ 1 (ಚಿತ್ರ 6.4). 


ಆಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು . 
(x4) y+1) = (1) 
ಅಥವಾ x*+ y?-8x+2y+16=0 ಚಿತ್ರ 6.4 


(-5,2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವುಳ್ಳ, y - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವು (-9, -ಗಿ` ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಕೆ | 


y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 
ವೃತ್ತದತ್ರಿಜ್ಯವು | ಆಗಿರುತ್ತದೆ 
(ಚಿತ್ರ 6.5). 


ಆದ್ದರಿಂದ fe 
ಆಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು - 


(x+5)° + (y-2)° = (5)° 


x+y +10x-4y+4=0 


(2,-3) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 3%-4)y-8 = 0ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ತ್ರಿಜ್ಯ €P ಯು ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವಿನಿಂದ 


ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯ ನಡುವಿನ ದೂರಕ್ಕೆ 
ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


Pp 


ax, +by, +c 


2 2 
ಸೂತ್ರದಿಂದಾಗಿ. ೪8 *ರಿ 


3(2) -4(-3)-8 
Joe 
ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
(x-2)° + (y+3)° = 2° 
ಅಥವಾ +” -4x+6y+9=0. 
(2,0), (3,0) ಮತ್ತು (0,3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
x+y +2gx+2fy+c=0 +1) 
 ಇದುವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 
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ಎ2 ಮೂಲಮಾನಗಳು. 


ವೃತ್ತವು(2,0), (3,0) ಮತ್ತು (0,3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ 
4404404020 ಅಥವಾ 403 ೦-4 
94046040320 ಅಥವಾ 604 ೦೫9 
0+9+6(0+6f+c=0 ಅಥವಾ 6/4 ೦2೦0 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಮತ್ತು ಮೊದಲಿನ ಎರಡು ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರಿಂದ 


5 
9=—— ಮತ್ತುಂ-6 
2 


ಕೊನೆಯ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಜ್‌ 
2 
ಆದ್ದರಿಂದ, (1) ರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
X+P-5x-5y+6=0. 


ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಟಗಳನ್ನು (5,0) ಮತ್ತು (0,5) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


ಫೆ 


ಎರಡೂ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಕವು 


r=191=1f1| ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಅಂದರೆ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವು (5,5) 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 6.7). 


ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವು 
(x5 + (yp ಎ25 *.' 


ಅಥವಾ *+ ¥-10x-10y +25 =0 
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9. 


10, 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ವರ್ಶಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
x+y +2x+4y+1 = 0 ಮತ್ತು + A4x-4y-1=0 
ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜೃಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 
ಲೈ ೫ (-1, -2) ಮತ್ತುಗ = (144-1 =2 
ಲ್ಕ ೬ (2, 2) ಮತ್ತು ಗ್ಯ = (44441) =3 
2 ಲಲಿ ಇ 1(-1-2)7. (-22) = 1941625 
CC, = r+r, | 


ಅಂದರೆ, 5 ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳುಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ. 
X + -2x+6y+6 = 0 ಮತ್ತು X+)y-5x+6y+15=0 


ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು: 


©, =(1,-3), rn =1+9-6 =2 
ಲ್ಕ = (5/2, -3) ಗೃ = V25/4+9-15 =1/2 


ಲೌ 


3 


5 2 3 1 
| (- ಉದ Jaa} eT 
2 2 ಪಸರ 


0,೦, = ಗ- ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ವೃತ್ತಗಳು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 
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In 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.1 

ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳೆ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಯಿರಿ. 

ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು ತ್ರಿಜ್ಯ 
jy) 6,-5 4 
ii (0,-5) ಣ್‌ 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳ ಕೆಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) 205.) + 610/9 ಎ0 
(1) 5X45 +4x-8y = 16 


(1,1), (2, -1) ಮತ್ತು (3, 2) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫ 4y-8x42y = 0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವು 4೫-೪ 17 ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಮೇಲಿರುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x+y = 6 ಮತ್ತು ೫x೬2) - 4 ಸಮೀಕರಣಗಳು ವೃತ್ತದ ಎರಡು ವ್ಯಾಸಗಳಾಗಿದ್ದು, 
ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಮವು 10 ಮಾನಗಳಷ್ಟಿದ್ದರೆ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ x ಮತ್ತು y ರೇಖಾಂತರಗಳು 
ಧನದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ 4 ಮತ್ತು6 ಮಾನಗಳಿಷ್ಟಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(6, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 54412) 3 ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1, 2) ಮತ್ತು (2,4) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


1 


13. 


14. 


15. 


x+y +4x-4y+4 = 0 ವೃತ್ತವು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x+y °-2x+6y+6 = 0 ಮತ್ತು *4+}-5x+6y+15 = 0 ವೃತ್ತಗಳು 
ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ. 


25..)/-4%-6/-12 = 0 ಮತ್ತು 4+) +6x+18y426 = 0 ವೃತ್ತಗಳು 
ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫ - 0, / ೬ 0 ಮತ್ತು x= 0 ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1, 1), (-2, 2), (-2, -8) ಮತ್ತು (-6, 0) ಬಿಂದುಗಳು ಏಕವೃತ್ತಗತ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


(5, 1) ಮತ್ತು (3, 4) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು *-ಅಕ್ಷದ 
ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3x+y = 15 ಸರಳರೇಖೆಯು *+)-2x-4y-5 = 0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು ಇದಕ್ಕೆ ನಿಮ್ಮ 
ಅಭಿಪ್ರಾಯವೇನು? 


4)ನ-4x-6y-12 = 0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ (-1, -1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ಮತ್ತು 3 ಮಾನಗಳಷ್ಟು ತ್ರಿಜ್ಕವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(-1, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 4) -4x+6y = 3 


ವೃತ್ತವನ್ನು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವಂತೆ ವೃತ್ತವೊಂದನ್ನು ರಚಸಲಾಗಿದೆ. ಈ 
ವೃತ್ತವು ಎರಡೂ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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6.2.1 


ಯ ಓಟವು 


ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ 
ದ (ಒ(, ೫) ಕ್ಷ 


ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
x+y +2Gx+2ty+c = 0 
ಆ ಗಿರಲಿ. P(೫, /) ವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ಚಿತ್ರ 6.8. 
ಚಿತ್ರ 6.8ರ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ ೦ಗಮತ್ತು ೧7 ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಲಂಬವಾಗಿವೆ. CP 


(.! 
X+g 
ಆಗ PTಯ ಓಟವು 
x+9 
yal 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
‘X49 
NEY, ದಹ (೬-೩) 
yf 
ಅಥವಾ (1-/) (y+ =-(x+9) (0x) 
ಅಥವಾ xx +Yy,+9x+1y=x,+Y,”+9x, +1), 
ಈಗ (9% +1), +೦) ಅನ್ನು ಎರಡೂ ಬದಿಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ ಮಾಡಿದಾಗ 


XX YY, +0X+X +N Y+Y)+C= x? Y,+29x +2fy,+C 


ಅಥವಾ, Xx,+YY,+9x+x,) + yy) + c=0 


ಏಕೆಂದರೆ (೫, ೪) ಬಿಂದುವುವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಸಮೀಕರಣದ ಬಲಬದಿಯ 
ಉಕ್ತಿಯು ಶೂನ್ಯವಾಗುವುದು. 


ಈ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣವು ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ. 
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6.2.2 y=mx+cಸರಳರೇಖೆಯುವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ 
ನಿಬಂಧನೆ | 


y =mx+C ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ *+)'-& 
ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


X+(mx+c)? = 8 ಅಧವಾ (1+n?)x+2mcx+0-೩” = 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಇದು »-ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ೪ - mMx+೦ ಸರಳರೇಖೆಯು 
ವೃತ್ತವನ್ನು ಏಕಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದರಿಂದ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ನೈಜವಾಗಿರುತ್ತವೆ 
ಹಾಗೂ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣದ ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ: 


4771 C-4(C-8) (1-೧1) = 0 
ಅಥವಾ ೫1.೧77) ಜಲ್‌ 


ಅಥವಾ | c=xa\14+m 
ಇದು y= mx+೦ಸರಳರೇಖೆಯು 2.7 ಎ ಹೆವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ. 
ಸೂಚನೆ : ಈ ಮೇಲಿನ ನಿಬಂಧನೆಯಿಂದಾಗಿ 
| y=mx+a ES (1) 


ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನುಳ್ಳ ಎರಡು ಸಮಾಂತರ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ವೃತ್ತ 4) ಹ 
ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಓಟ 17 ಗೆ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ಹೋದರೆ ಬೇರೆ ಬೇರೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕ ಯುಗ್ಮಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಇಂತಹ ಎಲ್ಲಾ ಸ್ಪರ್ಶಕ ರೇಖೆಗಳನ್ನೂ ವೃತ್ತವು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದರಿಂದ, ೫+: ಹೌ ವೃತ್ತವನ್ನು ಸರಳರೇಖೇಗಳ ಗಣ (1) ರ “ಎನ್ಟಲಪ್‌್‌ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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6.3 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.2 


೫ 4y-6x-8y= 0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೩ -ಅಕ್ಬದೊಂದಿಗೆ 45° ಗಳಷ್ಟು ಬಾಗುವುಳ್ಳ »6.)/-6%-4/45 = 0 ವೃತ್ತದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (ಸುಳುಹು: ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವು, 
an 45° ೬1 ಆದ್ದರಿಂದ ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೪=- +೬೭ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಿ). 


(3, -3) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ *+)+8x+4y-5 = 0 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


22. = 5 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (1, -2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶಕವು 
x+y°—8x4+6y+20 = 0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . 


x+Y+4x-4y44 = 0 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಆಕ್ಷಗಳೊಂದಿಗೆ 
ಸಮರೇಖಾಂತರವುಳ್ಳವುಗಳಾದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3x-4y-7 = 0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಲಂಬವಾಗಿಯೂ 
ಇರುವ »£..)/'-2-4/-4 = 0 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


7y-x= 5 ಸರಳರೇಖೆಯು *+)”-5x4+5y 0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಒಂದು ಹೊರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು ೫*+})”+29x421y+C = 0 ಎಂದಿರಲಿ. 

P(x, /) ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 6.9). 


೦(-6, -!) ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು P7 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. 
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೮7ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಮವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
೦7. 10೫.786 
೮7ಯು /07ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
P (x, Y) 
೧೮1 ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ 
೫2೬.097 2¥CT* 

ಅಂದರೆ, (x,+9)? + (y+)? = PT+(\g+F-c)° 
ಅಥವಾ 07 = (( 50೯ (y,+9)” -(g *+f”—c) 

= ೫2/೨200 52ಗ/*೦ 


ಆದ್ದರಿಂದ (೫, )/) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 


ಸೂಚನೆ: () (೫, /) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ 
೫೨೭೬/೭೬೭೦ .2ಗ/*೦ > 0 
(1) (೫,೪) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ. ಮೇಲೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ 
x+y, ೭೬20(*2ಗಿ/*೦ = 0 
(ii) (೫, Y) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ 
x+y, ”+2gx +2fy +c < 0 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
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6.4.1 


(1) 


(11) 


(iii) 


ಅಭ್ಯಾಸ - 
(-2, 1) (0, 0) (4, -3) ಬಿಂದುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 6-543/2 0 ವೃತ್ತದ 
ಹೊರಗೆ, ಮೇಲೆ ಮತ್ತು ಒಳಗೆ ಇರುವುವೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸಿ. 


(-1, 0), (0, 2) ಮ ಮತ್ತು (-2, 1) ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ 3, 1 10 ಮತ್ತು 3 1 3 ಆದರೆ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(4, 1) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 2(¥+)) - 344/46 = 0 ಪತೆ 'ಎಳೆಯಸ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


+ +29x+21fy+C = 0 ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
*+y+29x+21y+0, = 0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


te X+y”+4x4+3 = 0 ಮತ್ತು ೫ -6x+5 ಎ 0 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದಗಳ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಯು 1 : 2 ಆದರೆ, ಬಿಂದುಪಥವು 
ಒಂದು ವೃತ್ತವೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ. ಆ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತ 


ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಮ ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, ೧೫ -/ Pಬಿಂದುವಿನ 
ಘಾತ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು (ಚಿತ್ರ 6.10). 


| P 
೧ ಬಂದುವು ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ ಘಿ 


CP> 1, ಆಗ ೦೧೫. 0 ಆಗುತ್ತದೆ. 1) 


ಅದೇ ರೀತಿ ೧ಿಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ 
ಇದ್ದಲ್ಲಿ 


00 ಆ / ಆಗ 00ಗ-1 «0 ಆಗುತ್ತದೆ. ಚಿತ್ರ 6.10 


P ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಇದ್ದರೆ 00 - / ಆಗುವುದು. ಆಗ ೦ಗ-ಗೆ2 0 
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ಆದ್ದರಿಂದ ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತವು, ಬಿಂದುವುವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ, ಒಳಗೆ ಅಥವಾ ವೃತ್ತದ 
ಮೇಲೆ ಇರುವಾಗ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಧನಾತ್ಮಕ, ಯಣಾತ್ಮಕ ಅಥವಾ ಶೂನ್ಮವಾಗಿರುವುದು. 


ಈಗ (೫, /) ಬಿಂದುವು »₹../.-20%21/-0 = 0 ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 
ಬಿಂದುವಾದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು (-9, -!) ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಶ 1! 0.೬/2-ಂ 


ಆಗ ೦02.18 ಎ (x +9)°+(y,+f” - (02/2-0) 
ಎ ೫2.) ೨*20%2ಗಿ/*೦ 


ಇದನ್ನು P(೫,, y,) ಬಿಂದುವಿನ ಫಾತವೆನಿಸುವುದು. 


6.4.2 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ 


ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವೊಂದರ ಘಾತಗಳು 
ಸಮನಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥವನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವೆಂದು 
ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
+ +2g, x+2f y+c,=0 ಎ41) 
ಮತ್ತು ೫4+} +29,x+2fy+c,= 0 ....(2) 


ಆಗಿರಲಿ. P(x, )) ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. (1) ಮತ್ತು (2) 
ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 0 ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತವು ಸಮನಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


X+Y .20,121 y+C, = X¥+Y +29,X+2hYy+C, 


ಇದು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಟದ ಸಮೀಕರಣ. 


ಸೂಚನೆ: (1 ಮೂಲಾಕ್ಷವು ೫ ಮತ್ತು y ನಲ್ಲಿರುವ ಒಂದನೆಯ ಘಾತದ 
ಸಮೀಕರಣವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ. 


(i) $=0ಮತ್ತು 7= 0 ಎಂಬುವು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪದ 
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ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಿದರೆ 
5-7 20 
ಎಂಬುದು ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ದ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


6.4.3 ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ. 


ಏಕರೇಖಸ್ದ ಕೇಂದ್ರ ಗಳಿಲ್ಲ ದಿರುವ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದು ಸಲಎರಡು 
ವೃತ್ತಗಳಂತೆ ಆರಿಸಿಕೊಂಡರೆ ಅವುಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಮೂರು ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳು ಏಕ 
ಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗುವುವು. ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು ಆ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವೆಂದು 
ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


5-5=0 
ಭು 5, -5=0 


ಸೂಚನೆ: ಮೂಲಾಕ್ಸ ಕೇಂದ್ರವು ವೃತ್ತಗಳ ಹೊರಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ, ಮೂಲಾಕ್ಸ ಕೇಂದ್ರ 


ಬ್‌? 


ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದವು ಸಮನಾಗಿರುವುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು. 


ಸಾಧನೆ: ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
S= x+y +29, x+2f y+c, ೬0 
ಮತ್ತು T= X+}y+29,x+2fy+C, = 0 


ಆಗಿರಲಿ. ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಸಮೀಕರಣವು 5-7 2೦0 
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ಅಂದರೆ, 2(9,-9,)x + 2(ಗೈ-ಗ್ಗ) + ೧-೦0 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 4 ಮತ್ತು ಔ ವೃತ್ತಗಳ 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 6.12) 


1! 


೪ 


AB ಸರಳರೇಖೆಯ ಓಟವು m,= Pe 
192 


9,9, 


ಮೂಲಾಕ್ಸ ಓಟವು ಗ, -- ನಾ 
1 2 


ಇದರಿಂದ 7] ಗ -1 ಎಂದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. (ಚಿತ್ರ 6.12) 


ಆ ಕಾರಣ ಮೂಲಾಕ್ಸವು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವುದೆಂಬುದು ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 


ಸೂಚನೆ: (1) ವೃತ್ತಗಳು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಪ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವುದು. 


(2) ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸಿದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಸವು ಆವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ ಆಗಿರುವುದು. 
(3) ಎರಡು ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು, 


ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ 
ಯಾವುದಾದರೊಂದರ ಸಮೀಕರಣದೊಂದಿಗೆ ಬಿಡಿಸಬೇಕು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 6.4 


X+y+2x+4y-7 = 0 ಮತ್ತು ೫4+ -6x+2y-5 = 0 ವೃತ್ತಗಳ 
ಮೂಲಾಕ್ಸವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ". ಈ ಮೂಲಾಕ್ಸವು ವೃತ್ತಗಳ 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆಯೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ. 


2X42 -x+5y-7 = 0 ಮತ್ತು ೫4+) +3x+4y-2 = 0 ವೃತ್ತಗಳ 
ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y+2x+2y+1 = 0 ಮತ್ತು + -10x-6y+14 = 0 ವೃತ್ತಗಳ 
ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x°+y°—6x-6y+4 = 0, x+y?-2x-4y+3 = 0 ಮತ್ತು 
೫X4) +2x42y+1 = 0 ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಟ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y+4x+7 = 0, 2X4+2y+3x45y+9 = 0 ಮತ್ತು + +y = 0 
ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y--8xX+4Y+2 = 0 ಮತ್ತು ೫4)42x-6y4+2 = 0 ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y —4xX-6Yy+12 = 0 ಮತ್ತು 5(¥4+)/)-8x-14y-32 = 0 ವೃತ್ತಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6.5.1 ಲಂಬ ವೃತ್ತಗಳು 


ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಛೇದನಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 


ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವೆಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು ಲಂಬಕೋನವಾದರೆ ವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬವೈತ್ತಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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6.8.2 ವೃತ್ತಗಳುಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 


ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಡಿ 7 
ಪು 
25./-.20,8421)/0೦, = 0 ಮತ್ತು 
x+y +29,X+2fy+0C, = 0 ಆಗಿರಲಿ. 


ಚಿತ್ರ 6.13 ರ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 
AC= \ g*+f *c, 
ಮತ್ತು B0೦ = 2244? ಚಿತ್ರ 6.13 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ ಕೇಂದ್ರಗಳು 
A=(-9, —f) B= (-9,, —1) 
ವೃತ್ತಗಳು € ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ ಮತ್ತು ಇವುಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳಾಗಿರಲಿ. ಈಗ 
ABCಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ ಪೈಥಾಗರಸ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯದಂತೆ 
AB°= AC °+BC° 
ಅಂದರೆ, (-9,+9,)”+(-f +f)” = 9,”*+f-c,+9,+f”-c, 


ಅಥವಾ [29,9೬21 ಎ ೭,೬೦, 


ಇದು ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದೆನಿಸಲು ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ. 
ಸೂಚನೆ: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಯಾವುದೇ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವು 
ಆ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಸ್ನ x+y +2x-4y+5=0 ಮತ್ತು x+y -6x+4y-19-0 ವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 

ಹಾ? ತಾಗ, ತ್‌ 1 ) 2) ಮತ್ತು ಕ ಈ ಇಸಿ) ಘಾ (3, ಇ2) 
ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆನಿಸಲು ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 

20,921, f=c,+C, 


ಇಲ್ಲಿ 20,60,421, 2(1)(-3)*2(-2(2) ೬-683-14 ...(1) 
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ಮತ್ತು ೦೦೦೬ 5-19 ಎ4... 1 1 ಜಾತಃ (2) 


(1) ಮತ್ತು (2)ರಿಂದ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು ಸಿದ್ಧವಾಗುತ್ತದೆ. 


x+y? x+22y+3=0 ಮತ್ತು ೫x+Y+7x4+6y+0-0 ವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬವೃತ್ತಗಳಾದಲ್ಲಿ 'ಲ' ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇಲ್ಲಿ, 20,9,*2ಗಗೈ- ೦೦ ನಿಬಂಧನೆಯಂತೆ 
2(—1/2)(712)+2(11)(3) = 3+c 


ಅಥವಾ ೦7 —ಎಂದಾಗುತ್ತ ದೆ. 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು *4+)+8x+4y-6=0 
ಹಾಗೂ ೫+೬)y+2x+6y+1=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
x+y +2gx+2fy+c=0 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. ಈ ವೃತ್ತವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ .ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುವುದರಿಂದ ೭-0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಈ ವೃತ್ತವು ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ 
29(4)+212)-೦-6 ಮತ್ತು 
29(1)+2f(3)= c+1 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ೦ 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
8g+4f=-6 
2g+6f=1 


ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರಿಂದ 1 - 1/2 ಮತ್ತು 0 -1 ಆದ್ದರಿಂದ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು x+)'-2%x+y=0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
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24/4 2(044/41 20, 2 42)/1. 6/3 8/-3-0ಮತ್ತು 
x+y -2x+6y-3=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನೂ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಹೀಗಿವೆ : 


ad AES (1) 

Sd a OS (2) 

icc aa (3) 
5 


(1) ಮತ್ತು (2) ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು *- 5- 


(1) ಮತ್ತು (3) ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಟವು 21-42-0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


5 
ಈ ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಟಕೇಂದ್ರವು { 7 
2 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಮೂಲಾಕ್ಷಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಯಾವುದೇ 
ದತ್ತವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದಕ್ಕೆ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


(Rs 357 
ಆದರಿಂದ ತ್ರಿಜ್ಯ ಇ/  +49+5428+1 = /—— 
ಎ ತ ಶಿ. 4 4 


1 


ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 


357 
(«- 5/2) + (1-7) ಇ — 
4 


25 357 
ಅಥವಾ X+ P-5x- ಟು ಬೂ + 49 ಅಚ್ಚಾ 


ಅಥವಾ ೫X + /- 5-14/-34 = 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


167 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.5 


22./3-8/-6/42120 ಮತ್ತು ೫X4) -2y-15=0 ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇಧಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


(ಗ). X+Y+5x-2y+4-0 
(10) X+Yy+2x+4y+1=0 
(iii) +P +4x44y-1=0 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವುಳ್ಳ ಮತ್ತು ೫4)-8y+12=0 ಹಾಗೂ 
x+yನ-4x-6y-3=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(2, 3) ಮತ್ತು (5, 6) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರಗಳುಳ್ಳ ಮತ್ತು ಒಂದಕ್ಕೊಂದು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


25.,)7-6)/4-1-0ಮತ್ತು 4)2-4y+1=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ 
ಮತ್ತು 3%4)/4-520 ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y +2X-2y-2=0 ಮತ್ತು ೫+)4+6x-4y4+4=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವ ಮತ್ತು 4%-3y+3=0 ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವುಳ್ಳ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X4೬) +4x+6y+7=0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಮತ್ತು ಕೇಂದ್ರವು 
(3, 4) ಆಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x+y +29,x+2f y+0,=0 ಮತ್ತು x +y”+29,x+೬21೪Y+0,=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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6.6.1 


ಸೂಚನೆ : 


ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 


L 


ವೃತ್ತಗಳ ಒಂದು ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಜೊತೆ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷಃ 
ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ, ಅಂತಹ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
(ಕೋಆಕ್ಸಿಯಲ್‌ ಸಿಸ್ಟಂ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


¢ 


£ 


5, = 0 ಮತ್ತು § 0 ಎರಡು ವೃತೃತಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ 5, +, 5-0 
ಮತ್ತು $5,+ಸ್ಮಿ $0 ವ್ಯವಸ್ತೆಯ ಎರಡು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಲಿ 
ಮತ್ತು ಹ ತ.-1, ಸ್ಥಿಷ-1 ಹಾಗೂ ಸ್ಕಿ *ಸ್ಮಿ ಇರಲಿ. 


ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಪ್ರಮಾಣಕ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆದಾಗ 
5+ A,5, ದಷ್ಟು 5,+,್ಮಿ5, 

1+A, ಕ 1+A, 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು 
5,+A, 5, 5,+,, 5, 


1+, Te 1೬ 


=0 


ಅಥವಾ (ಹ್ಮಿ-ಸ) ($,-5,)) = 0 
ಆದರೆ, ಸ್ಥಿ-ಸಿ ೬ 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ $,-$ - 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ವೃತ್ತಗಳು ಒಂದೇ 
ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ ಎಂಬುದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. 


ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಅವುಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು ಇದು ಎಲ್ಲ ಜೊತೆ 
ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯವಾಗುವುದರಿಂದ ಎಲ್ಲ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ 
ಬಿಂದುಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ತವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


6.6.2 ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಸಮೀಕರಣ 


ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳು x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿರಲಿ. y-ಅಕ್ಷವು 
ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವಾಗಿರಲಿ. 
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ಸಹಮೂಲಾಕ್ಬದ ವೃತ್ತವೊಂದರ ಸಮೀಕರಣವು (8-0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ) 
X4೬ +29x+೦=-0 ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 

ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
+ +29,x+C,=0 
ಮತ್ತು 4+) +29,x+C,=0 

ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸವು 
2x(9,-9,)+C,-C,=0 

ಎಂದಾಗುವುದು. ಆದರೆ ಪ್ರಕಲ್ಪನೆಗನುಗುಣವಾಗಿ ಮೂಲಾಕ್ಷೆವು ೩-0 ಎಂದಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ೭-೭-0 
ಅಥವಾ ೭,-೭ಆಗುತ್ತದೆ. 

ಆದ್ದರಿಂದ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಶ್ಲೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 


x+y°+2gx+Cc=0 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 'ಛಯು ಚರ ಮತ್ತು '€ ಯು ಸ್ಥಿರ 
ಆಗಿರುತ್ತವೆ. | 


ಸೂಚನೆ: U=1x+೬my+ಗ=0 ಮೂಲಾಕ್ಸವಾಗಿಯೂ $=*X+}y°+29x+2fy+C-0 ಸಹ 
ಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ವೃತ್ತವಾದಲ್ಲಿ, ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ 
ಸಮೀಕರಣವು 5+A10-0 ಎಂದಾಗುವುದು. 


6.6.3 ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು 
X+Y°+2 Ax+c=0 


ಸಮೀಕರಣವು ಸಿದ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 


ಈಗ, % ಎ ೬೪೭ ಆದಾಗ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
22.2 Yc x+c=0 ಮತ್ತು 4)-2 10 x+c=0 ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. 
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ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
(0-೦ 20 
ಹಾಗೂ (x-c += 0 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ವೃತ್ತಗಳ ತ್ರಿಜ್ಕವು ಶೂನ್ಮವೆಂದು ಮತ್ತು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳು 
(-10, 0) ಮತ್ತು (6, 0) ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬಹುದು. 
ಈ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿಬಿಂದಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಸೂಚನೆ: (1 '೦ಯು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು ನೈಜವಾಗಿರುತ್ತವೆ, ಹಾಗೂ 
ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


(1) '' ಯು ಖುಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು ಊಹ್ಮವಾಗಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು 
ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. 

6.6.4 ಲಂಬಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 

ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 
| ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳುಳ್ಳ ಸರಳರೇಖೆಯು 
x-ಅಕ್ಷವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು y-ಅಕ್ಷವಾಗಿರಲಿ. 
ಆಗ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 

ಸೆ... 0 EH 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 

x+y +2gx+2ty+k=0 ಜ್‌ 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಲಂಬವೃತ್ತಗಳ ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಒಳಪಡಿಸಿದಾಗ 

2.0 = c+k 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದು ಸಿದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಹಿ ಮತ್ತು ಸ್ಥಿ ಎರಡು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 

2h, g= c+k 

ಮತ್ತು 2,0 = c+k 
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ಅಥವಾ 20, -ಸ) 9=0 
ಆದರೆ, ಸಿ *ಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 9 - 0 ಮತ್ತು (ಇ -೭ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಈಗ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೈವಸ್ಥೆಯ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
(9 = 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ) 


+P +2fy-c = 0 --- (3) 
ಎಂದು ಪರಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಸೂಚನೆ: (/) ಸಮೀಕರಣ (3) ರಿಂದ /ನ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
(1) ರ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಇನ್ನೊಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯು ಲಭಿಸುತ್ತದೆ. 


(1) ಲಂಬ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ (3) ರ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು (0, ೬% 0 
ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. x+y +2x+4Yy+7=0 ಮತ್ತು ೫x4” +4x42y+5=0 ವೃತ್ತಗಳಿಂದ 
ನಿರ್ಮಿತವಾದ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮೂಲಾಕ್ಸ ಸಮೀಕರಣವು [5,-5,=0 ಪ್ರಯೋಗದಿಂದ] 
U= x-y-1 =0 

ಆಗ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುವ ಸಮೀಕರಣವು 
XY +4X+2Yy+5+M(x—Yy-1)=0 [S+A U= 0] 

ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಮವು 

ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 
ತ್ರಿಜ್ಯ = 4 1222. 8. 

ಈ ತ್ರಿಜ್ಮವು ಓ ಎ 0 ಅಥವಾ ಸಿ --4 ಆದಾಗ ಶೂನ್ಮವಾಗುವುದು. 


ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು ಶೂನೃತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳು ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
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, [=(44)) (2-)) 
ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು ಲ ನ್‌ 


ಅಂದರೆ, (-2, -1) ಮತ್ತು (0, -3) ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. 


x+y +4x+3=0, X+y-6x+5=0 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದಗಳ ನಿಷ್ಠತ್ತಿಯು- 77:೧0 ಆದರೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನ 
ಬಿಂದು ಪಥವು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 
P(x,, Y,) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳಿಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದಗಳು 
1 ಮತ್ತು ಓ್ಮಿ ಆಗಿರಲಿ. 

ಅಂದರೆ, t= x+y,+4x, +3 

ಮತ್ತು ಕೃತಿ x+y, "-6x,+5 


ಆದರೆ ದತ್ತ ಮೂಲಗಳಿಂದ ( ಮತ್ತು ಓಗಳ ಪ್ರಮಾಣ 


1, 17 


ಗ 


1) 


7೫ 
ಅಥವಾ t= ಕೆ = 0 ಆಗುವುದು. 
2 2 Us 2 2 
ಅಂದರೆ, x+y,” + 4x, +3 (x, +Yy?-6x +5)=0 


ಈ ಸಮೀಕರಣವು (೫,೪) ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥವನ್ನು ಮತ್ತು ಇದು 


5, +15,=0 ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ ಇದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಆ ಗ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಕರೂಪದಲ್ಲಿ ಅಂದರೆ, 
0. (0... ಸತಾ (ನೆ. ೫7-645) ಎ0 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ -6.6 


X+Y-2x-4y-4=0 ಮತ್ತು ೫X4 +10x+12y+45=0 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ 
ಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದಗಳ ಪ್ರಮಾಣವು 3:4 
ಆದರೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥವು ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳಿಂದ ನಿರ್ಮಿತವಾದ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) X+Y-6x-6y+4=0 ಮತ್ತು »ಜೆ.)/-2/.4/4320 

(il) X+y+2x-6y=0 ಮತ್ತು 2X42)-10y+5=0 

(iii) +? +x-5y+9=0 ಮತ್ತು *X4+)°-8x-2y-3=0 

ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿ ಬಿಂದುವೊಂದು (2, 1) ಆಗಿದ್ದು, ಮತ್ತು 


ವೃತ್ತವೊಂದರ ಸಮೀಕರಣವು *4)-6x-4y-3 ೬೦ ಆದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಟದ 
ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ಉಳಿದ ಮಿತಿ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(x—1)°+(y-2)°+A (X4+Y+2x+5)=0 ವೈವಸ್ಥೆಯ ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು 
(1, 2) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ ಮತ್ತು ಇನ್ನೊಂದು ಮಿತಿ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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1A 


ಅಧ್ಯಾಯ - 7 
ಶಂಕುಜಗಳು 


ಶಂಕುಜಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


ಒಂದು ಪೊಳ್ಳಾದ ಲಂಬವೃತ್ತೀಯ ಶಂಕುವನ್ನು ಸಮತಲವೊಂದರಿಂದ ಕತ್ತರಿಸಿದಾಗ 
ಬರುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಶಂಕುಜಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಮತಲವು ಶಂಕುವಿನ 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಶಂಕುಜವನ್ನು ವೃತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಶಂಕುವಿನ 
ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗಿನ ಸಮತಲದ ಬಾಗುವನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸುವ ಮೂಲಕ ವಿವಿಧ ಶಂಕುಜ 
ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅವುಗಳನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾ, ದೀರ್ಫುವೃತ್ತ 
(ಎಲಿಪ್ಸ್‌) ಮತ್ತು ಹೈ ಪರ್‌ಬೊಲಾ ಎಂದು ವರ್ಗೀಕರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತದ ಪ್ರಕಾರ ಶಂಕುಜವನ್ನು, ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಇರುವ ದೂರ ಮತ್ತು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸರಳರೇಖೆಯಿಂದ 
ಇರುವ ದೂರದ ನಿಪ್ಪತ್ತಿಯು ಸ್ಥಿರವಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದು 
ಪಥವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದುವನ್ನು ನಾಭಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಚಾಲಕ (ಡೈರೆಕ್ಟಿಕ್ಸ್‌) ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆವೆ. ಸ್ಥಿರ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ಯಾವುದೆ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. M P 


5 ಅನ್ನು ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ, 6 ಅನ್ನು ಚಾಲಕ 
ವೆಂದೂ ಪರಿಗಣಿಸೋಣ (ಚಿತ್ರ 7.1). 


PM ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. 
ಶಂಕುಜದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಂತೆ, 
d! 
ತೆ ವ 
PM ಚಿತ್ರ 7.1 


'6' ಅನ್ನು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ (ಎಕ್ಸೆಂಟ್ರಿಸಿಟಿ) ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 
951 ಆದಾಗ, ಶಂಕುಜವನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾವೆಂದು, 
951 ಆದಾಗ, ಶಂಕುಜವನ್ನು ದೀರ್ಫವೃತ್ತವೆಂದು 


9.1 ಆದಾಗ ಶಂಕುಜವನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
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7.2.1 ಹೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 


ಯಾವ ಶಂಕುಜದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 1 ಆಗಿರುತ್ತದೆಯೋ ಅಂತಹ ಶಂಕುಜವನ್ನು 
ಪೆರಾಬೊಲಾವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


P (x, 1) ಎಂಬುದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಈ ಬಿಂದುವು 
6 ಚಾಲಕದಿಂದಲೂ, 5 ನಾಭಿಯಿಂದಲೂ ಸಮದೂರದಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. 


PM ಅನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. 5 ಮುಖಾಂತರ 52 


d ತೆ 


ಚಿತ್ರ 7.2 


ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. 52: 8 ಎಂದಿರಲಿ. 4 ಎಂಬುದು 52ನ 
ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 54 ಎ 47: 8 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 7.2). 


A ಅನ್ನು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು AX ಮತ್ತು AY ಅಕ್ಬಗಳು ಎಳೆಯಿರಿ. ಆಗ, 
AX ಅನ್ನು *-ಅಕ್ಸವೆಂದು, AY ಅನ್ನು )/-ಅಕ್ಬವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. P ಯಿಂದ” 
PN ಅನ್ನು x-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ಸನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0, 0) ಮತ್ತು ನಾಭಿ 
5 ಬಿಂದುವು x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ, ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (8,0) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಪೆರಾಬೊಲಾದ ವ್ಯಾಖ್ಕೆಯಂತೆ ಗಿಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥದ ನಿಬಂಧನೆ 
SP=PM 
ಅಥವಾ SP =PM 


176 


ಅಂದರೆ, (೬-೩8). = (೩) 
ಅಥವಾ ೫42-2೩ ಎ ೫8.2೫೩ 
ಅಥವಾ 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ. 
7.2.2 ಪೆರಾಬೊಲಾ ೫? ಎ 48% ನ ಲಾಕ್ಸಣಿಕಗಳು 


ತ x ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗನುಗುಣವಾಗಿ ಈ ಸಮೀಕರಣವು ಬಲಗಡೆಗೆ 
ಮುಚ್ಚಿರದ ಅನಂತ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸುವುದು. 

ಪೆ. AX ಅನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಅಕ್ಟವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 

ತ್ರ. ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯು *-ಅಕ್ಷದ ಎರಡೂ ಬದಿಯಲ್ಲಿ ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವುದು. 

4. ಚಿತ್ರ 7.2ರಲ್ಲಿ A ಬಿಂದುವನ್ನು ಶೃಂಗವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು ಮತ್ತು ಅದರ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0, 0) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಥ್ರ 5 ನಾಭಿಯು *-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (8, 0) 
ಆಗುತ್ತದೆ. 

6. 6 ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು x--೩ ಎಂದಾಗುವುದು. 


7.2.3: ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 


ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿ ಮೂಲಕ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಜ್ಕಾ ಅನ್ನು ನಾಭಿಲಂಬ 
(ಲ್ಯಾಟಸ್‌ ರೆಕ್ಟ್‌ಂ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಚಿತ್ರ 7.3 ರಲ್ಲಿ (5!' ನಾಭಿಲಂಬವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 


ಮತ್ತು (' ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಾದ್ದರಿಂದ ಅವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
(8, SL) ಮತ್ತು (8, -5() ಎಂದಾಗುವುದು. 


L (a, SL) ಬಿಂದುವು 248 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ (SL)? 48.8 


ಅಥವಾ 5(- 28 ಆಗುವುದು. 
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ಆಗ ನಾಭಿಲಂಬ LL' ಎ 48 ಆಗುವುದು. 


L ಮತ್ತು ಓಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (8, *28) ಮತ್ತು (a -2೩) 
ಎಂದಾಗುವುವು. 


ಸೂಚನೆ: ನಾಭಿ (೩,0) ಮತ್ತು P(x, )) ಬಿಂದುವಿನ ನಡುವಿನ ಅಂತರವನ್ನು ನಾಭದೂರವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. Pೌ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಬಿದೂರವನ್ನು ೫೬೩ ಎಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


7.2.4 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಇತರ ರೂಪಗಳು 


"| ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಲಕ್ಷ ರಡು 
ಗಳು ho 
y=0 (0, 0) | x=a |(-a, 0) | (-a, £24), 4a 
(-ಅಕ್ಬ) 


x=0 (0, 0) | y=-ai (0, ೫ | (೬2a, a) |4a 
(/-ಅಕ್ಬ) 


x=0 (0, 0) | y=a ,-೩)| (೬2a,-a) | 4a 
y-ಅಕ್ಸ) 


ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು 


2 Xx =4ay 
(ಚಿತ್ರ 7.5) 


3. X=-4ay 
(ಚಿತ್ರ 7.6) 


1. ಗ ಎ —4ax 


2. ೫೫ಎ 48% 
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3. »ಗೆಎ-48/ 


ಚಿತ್ರ 7.6 


4. (ಗ,k) ಶೃಂಗವನ್ನುಳ್ಳ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣ 


(೪-12 = 480-!) 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ತೆ ನಾಭಿಯು (1, -1) ಮತ್ತು ಚಾಲಕವು x೬y47=0 ಆಗಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


P(x, )) ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 5 
ನಾಭಿಯಾಗಿರಲಿ. PMಲನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟಾಗ ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ವ್ಕಾಖ್ಕೆಯಿಂದ 


SP=PM ಅಥವಾ SP ?2=PM 


ಎಂಬುದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಅಂದರೆ, (x-1)%+(y+1)? ಎ pepe 1] 
12 
2೫/47 2 
ಅಥವಾ ಖೆ +Y-2x42x42y+2 ನ ವಾ 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು 
+ -18x-10y-45=0 
2. y್‌=೩x+೬b ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿ, ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ 

ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

್ಭ=೩x+b ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 

Y= alx-(-bla)] 
ಎಂಬ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು (y-k)? = 4a(x-ಗ) 
ಸಮೀಕರಣದೊಂದಿಗೆ ಹೊಲಿಸಿದಾಗ 


೫-40 
ನಾಭಿಯು ಇ (( 0) 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ -4 4) ವಡಿ 
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ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


a 
Xt ——=— 
a 


4 
ಅಥವಾ 48-840-0. 


y = 8x ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭಿದೂರ 8 ಆದರೆ, 
ಆ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (೫, y,) ಎಂದಿರಲಿ. 
y= 8x 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು )% ಎ 4೩x ನೊಂದಿಗೆ ಹೋಲಿಸಿದಾಗ 
4a=8 .. ೩-೭ 
ಈಗ, ನಾಭಿದೂರ = 8 
ಅಂದರೆ x +4=8. 
ಅಥವಾ ೫ 8-2=6 
(X,, Y,) ಬಿಂದುವು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 


2 ೬ 8(6) 


ಅಥವಾ | ಎ ೫413 


ಆದ್ದರಿಂದ ಅಂತಹ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (6, ೬413) 
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7.3.1 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.1 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾಗಳ ನಾಭಿ, ಶೃಂಗ, ನಾಭಿಲಂಬದ ಎರಡು 
ತುದಿಗಳು ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1 220% 

2. 3X¥+2y=0 

3. P=4x-2y+3=0 


ಶೃಂಗವು (0, 0) ಮತ್ತು ಅಕ್ಷವು ೪-ಅಕ್ಷವೂ ಆಗಿದ್ದು (%, 2) ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುವ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭಿಯು (3, -4) ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು x-y+5=0 ಆಗಿರುವ 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


=8x ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭಿದೂರವು 4 ಆದರೆ ಆ 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಎರಡು ತುದಿಗಳು (6, 7) ಮತ್ತು (6, -1) ಆದರೆ ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


` ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು ೪-1 ಮತ್ತು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಅಕ್ಸವು x-1 ಹಾಗೂ 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 16 ಮಾನಗಳಷ್ಟಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 


ಐಕ್ಕಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇರುವ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನುಳ್ಳ ಶಂಕುಜವನ್ನು 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


5 ನಾಭಿಯು ಮತ್ತು ರ, ಚಾಲಕವಾಗಿರಲಿ ಹಾಗೂ 6 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯಾಗಿರಲಿ. ರ, ಚಾಲಕಕ್ಕೆ 52 ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ (ಚಿತ್ರ 7.8). 
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52ಸರಳರೇಖೆಯು 4 ಮತ್ತು 4' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಅಂತರೀಯವಾಗಿಯೂ 
ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಮವಾಗಿಯೂ 6:1 ನಿಷ್ಠತ್ತಿಯಿಂದ ವಿಭಜಿಸಲಿ. ಅಂದರೆ 


SA SA e 
PRE ಜಾಟ್‌ TN 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


AA' - 28 ಆಗಿರಲಿ. €ಯು ಸಸಿನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ೦ ಅನ್ನು 
ಮೂಲ ಬಿಂದುವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು 0೦2 ರೇಖೆಯನ್ನು »-ಅಕ್ಸವಾಗಿಯೂ, CY 
ರೇಖೆಯನ್ನು y-ಅಕ್ಷವಾಗಿಯೂ ಎಳೆಯಿರಿ. 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ 


SA=6AZ ಮತ್ತು SಸA' ಎ 6ಸA'Z 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ (1) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸಂಕಲನಮಾಡಿದಾಗ 
SA+SA'= e[AZ+A'Z 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ಚಿತ್ರದ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 
AA = (CZ-CA+CA+C2Z 
ಅಥವಾ AA - 6202 [ಕಾರಣ Cಸ೩-Cಸ೩'ಆಗಿರುವುದರಿಂದ] 
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ಅಥವಾ 28 ೬ 2902 
ಅಥವಾ 0Z=— (2) 
ಇದೇ ರೀತಿ, (1) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ವ್ಯವಕಲಿಸಿದಾಗ 
SA-SA= [42-47 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಅಂದರೆ 
CA'+CS-CA+CS=e(AA') 
ಅಥವಾ 205 = 2೩) 
. ಅಥವಾ 0೮5. ೩೦ we (3) 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 5 ನಾಭಿಯು *-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು (3) ರಿಂದಾಗಿ 
S= (86,0) 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದು ಪಥದ ನಿಬಂಧನೆಯು 
PM 
ಅಥವಾ SP= e PM 
ಅಥವಾ SP?= 98 01/2 
[ಇಲ್ಲಿ 651] ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಅಂದರೆ (x-೩6)?+)” = (ex-a)? 
ಅಥವಾ *+೩ ೪-2೩4/1 = EX -2aex+a” 
ಅಥವಾ *(1-2)+)y = 8 (1-6) 
ಈ ಹಂತದಲ್ಲಿ (1-60) ನಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವನ್ನು ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


=e 


x ir: 

ಡಾ 5 

ಘಾ 

Ea (4 
ಅಥವಾ ಜ್‌ (4) 


ಇಲ್ಲಿ 0 ಎ 8'(1-€?) ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಸಮೀಕರಣ (4)ಅನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. | | 


7.3.2 


೫, ೫" , 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕಗಳು 
a> 0? 

po 
ತೆ + 0 1 ಸಮೀಕರಣದಿಂದ x ನ ಉತ್ಪನ್ನವು ೫ ಎ ೬8 1ಬ 
a? 0 0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಇದರಲ್ಲಿನ ಬೆಲೆಯು 0 ಗಿಂತಲೂ ಕಡಿಮೆ ಇರುತ್ತದೆ. /ನ 
ಉತ್ಪನ್ನವು... 0 ೫] ಎರಾ ಇದರಲ್ಲಿ «ನ ಬೆಲೆಯು 


a ಗಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಬೆಲೆ ಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು 
"ಗಮನಿಸಬಹುದು: 


ಈ ದೀರ್ಪುವೃತ್ತವು ಅಕ್ಷಗಳೂಂದಿಗೆ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. 
Cಅನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ದೀರ್ಫವ್ಯತ್ತವು »-ಅಕ್ಷವನ್ನು A ಮತ್ತು ಸಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 
AA' ಅನ್ನು ದೀರ್ಫಾಕ್ಷವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 4, &' ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ (8, 0) ಮತ್ತು (-೩, 0) ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. . ದೀರ್ಥವೃತ್ತವು 
y-ಅಕ್ಷವನ್ನು 8 ಮತ್ತು ಔ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 88ನ್ನು ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 8 ಮತ್ತು ಔ8'ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ*ಕ್ರಮವಾಗಿ 
(0, 8) ಮತ್ತು (0, -0) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ಸಗ 28 ಮತ್ತು 88-20 ಎಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. ಮತ್ತೊಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ. ಅಂಶವೆಂದರೆ ಮೇಲೆ 
ಸೂಚಿಸಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ 8» ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


5ಮತ್ತು 5 ಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಡೈ, ರೈಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಚಾಲಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅವುಗಳ 


ಸಮೀಕರಣಗಳು (7.3.1 ನಲ್ಲಿ (2) ರಿಂದಾಗಿ) 


a ಇಡಿ 
X= — ಮತ್ತು ೫ ಎ — 
ಲಿ ಈ 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು 
Ya? 
೦ಎ 
a 
ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
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ಚಿತ್ರ7.9ರಲ್ಲಿ ಓ'ಜ್ಕಾವು 5ನಾಭಿಯ ಮೂಲಕವೂ, ಓ,ಓ, ಜ್ಯಾವು 5, ಮೂಲಕವೂ 
೫-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರಲಿ. 15L'ಅನ್ನು ಮತ್ತು , 5,1, 'ಅನ್ನು ನಾಭಿಲಂಬಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


L ಬಿಂದುವು ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ x-ನಿರ್ದೇಶಕವು ೩6 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ 
ಮತ್ತು ೪-ನಿರ್ದೇಶಕವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


x OEY 


ಎ += 


Cs 0 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಆಗ ದ್ರಾ 


೫ ಎ0 (1-0) 
bp 
ಅಥವಾ ್ಭ, - ರ ಫ್‌ ಕಾರಣ - 8 (1-6) 
0 0 
ಆದ್ದರಿಂದ, /ಎ ಸ ಅಥವಾ ಡ್‌ 1-640 
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7.3.4 


ಸಮೀಕರಣವು ದೀರ್ಫ್ಥುವೃತ್ತವನ್ನು ಪ್ರತಿ 
ನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಅಂಶ 
& ೪ ರಿ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಈ ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ 
ಲಕ್ಷಣಗಳು : 


AT 3 


ಅಂತೆಯೇ ನಾಭಿಲಂಬಾಂತರಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


Lele Ed 4 Bs 
a a 


ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 


20 
ಕ್ಕಿ = 3 4 = £2 


5ಮತ್ತು 5'ನಿಂದ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 

ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ 
ದೂರವನ್ನು ಸಾಭಿದೂರದೆಂದು ಟಾ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಚಿತ್ರ 7.10 ದ 
ರಲ್ಲಿಇರುವಂತೆ 5 ಮತ್ತು ಈ ಸ್ನ ಡಂ ತ್ರಾ 


ಗಳನ್ನು ನಾಭಿ ದೂರಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ದೀರ್ಫ್ಥುವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ಮತ್ತು 


ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರಗಳ ಚಿತ್ರ 7.10 
ಸಂಕಲನವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಉದ್ದಕ್ಕೆ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
SP + 5'೧ 28 YN 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಇನ್ನೊಂದು ರೂಪ 


ಚಿತ್ರ 7.11 ರಲ್ಲಿ 


1. ನಾಭಿಗಳು /-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. ಚಿತ್ರ 7.11 
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7.3.5 


ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳು y = -೨ ಮತ್ತು y ಎ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
28 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಎ ಷಾ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 20ಆಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 28 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 
YP -ಣಿ 


೦ ್ರಎ 
b 
(ಗಿ, k) ಮಧ್ಯಬಿಂದುವನ್ನುಳ್ಳ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
(ಗಿ, 1) ಬಿಂದುವನ್ನು ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗುಳ್ಳ ಮತ್ತು x- ಹಾಗೂ *- ಲಕ್ಷಗಳಿಗೆ 


ಸಮಾಂತರವಾಗಿ 28ಮತ್ತು 2ರಿದೀರ್ಫಾಕ್ಸ ಮತ್ತು ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿದ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


Gh OO yh 
ST” ie 
ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 
ಚ Y' 


ಚಿತ್ರ7.12 


9x + 25} ಎ 225 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ, ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಷ, ನಾಭಿಲಂಬದ 
ಉದ್ದ, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ, ನಾಭಿಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ 9೫ +25): -225 ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
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೫ ೫ 


5” 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 8 » ಠಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ ಎ28 ಎ2 ೬5 210 


ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ ಎ20 22೫326 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಎ 


ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಎ “ಹ 


ನಾಭಿಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಆ (1 a6,0), (ತಿ, 0) 

ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು, x= ps 

ಅಂದರೆ, x ಎ ೬ —ೌಎಂದಾಗುತ್ತ ದೆ. 

9x +25” -18x +100y - 116 =0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮಧ್ಯಬಿಂದು, 
ನಾಭಿಗಳು ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
9X —18x+9-9 +25” +100y +100 —100—116=0 
ಎಂದೂ ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


0(%-1) + 25 (y42) = 225 


9 (x—1)? 25 (y+2)° 
ಅಥವಾ + ——— = 
225 225 
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(2-1)? (1/2)? 
pe = 
25 
ಎಂದು ಸರಳೀಕರಿಸಬಹುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗಮನಿಸಿದಾಗ 


(i) ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ೬ (1, -2) 
(1) ನಾಭಿಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ೫ (ಗಿ ೬೩, 0 ಎ(1 4, -2) 
ಅಂದರೆ, (5, -2) ಮತ್ತು (-3, -2) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


(1) ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳು, x ಗಿ ೬ Ls ಜೂ 


4 
ಅಂದರೆ, 4-29 20 
ಮತ್ತು 4% +21 ಎ 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


3. (2, 2) ಮತ್ತು (3, 1) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
yf 


+ — = 


ಷೆ 0 
ಆಗಿರಲಿ: ಈ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವುದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ 


S.J, ೮ ತ ಸ್‌ 
ಕಸ ಗ | 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 


1 1 
ತ್ವಾ ಕಪಿ: ಮತ್ತು ಎ ಇ.9 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. ಆಗ 
4p+4G=1ಮತ್ತು9p+q = 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದಾಗ 


5 
ಸಸ ಮತ್ತು 02 ಸ್ವ 
ಆ ಕಾರಣ ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಥಿ ನು ನೆಸ್ಸೆಲ 
32 32 


ಅಥವಾ 3x +5) ೬32 ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ -7.2 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳು, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
() 2X43” -1=0 (1) 2¥ +5 ಎ20 
(iii) 9X +5 -30y=0 (1) 66 +5” +10y-75=0 


ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ % ಮತ್ತು (3, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ನಾಭಿಯನ್ನು, x-y +1 20 
ಚಾಲಕವಾಗಿವುಳ್ಳ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


P (2, 7) ಮತ್ತು ೧ (4, 3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3X 44/4 6x —8y =5 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ, ನಾಭಿ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
(2, -1), (1, -2), 1/4 ಆದರೆ ಆ ದೀರ್ಪುವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 5 ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 2/3 ಇರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳು (1, 0) ಮತ್ತು (-1, 0) ಹಾಗೂ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 1/2 ಇರುವ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭೀಬಿಂದುಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು 4 ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು20 
ಇರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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7.4.1 


ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 


ಐಕ್ಕಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನುಳ್ಳ ಶಂಕುಜವನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಚಿತ್ರ7.13 


5 ಬಿಂದುವು ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ, ರ, ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ ಇರಲಿ. 
ಚಾಲಕ ರ, ಗೆ 52ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. 


ಓ ಮತ್ತು ಸ, ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 57 ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ಅಂತರೀಯವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 
ಬಾಹ್ಮವಾಗಿಯೂ 6:1 ನಿಷ್ಟತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸಲಿ. 


SA [5 
eT MY 
ಅಂದರೆ 27 ; ಅಥವಾ 5SA-6A2Z (1) 
SA" ಆ 
ಹಾತ್‌ ತ್‌್‌ A 1 
ಮತ್ತು ಸ್ಟ್‌ ಅಥವಾ 5೨." ಎ 947 ೫ (2) 


ಬಿಂದುವು Aಸಿ'ನ ಮಧ್ಮ"ನಿಂದುವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 441ಎ 28 ಆಗಿರಲಿ. ನಂತರ ೦ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು, €Xಮತ್ತು €Yಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 
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-ಅಕ್ಷಗಳಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2) ಗಳನ್ನು ಸಂಕಲಿಸುವುದರಿಂದ 
54.54 -0(424/27 
ಅಥವಾ (0$-CA4)+(CA'+C$)=e(AA) 
(೦ ಯು A4ಿ' ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾದ್ದರಿಂದ ೦೩-೦ ಆಗುತ್ತದೆ) 
2C5=2ae 
ಅಥವಾ ೮5-೩೦ 
ಅದೇ ರೀತಿ ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2) ಗಳನ್ನು ವ್ಯವಕಲಿಸಿದಾಗ 
54/-54ಎ0(/12-42 
ಅಥವಾ %%4[- CA+CZ-C/+೬೦2 
ಅಥವಾ 28 6202) ಅಥವಾ 02, ದ 


ಆಗುತ್ತದೆ. P(x, )) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಯೂವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ವಿವರಣೆಯಂತೆ 


SP 
ರ = ಅಮತ್ತು 1 


ಅಂದರೆ, SP = ePpM 

ಅಥವಾ 50 ಆ PM 

ಅಂದರೆ, (೬-೩೨9)... = (ex-a)? | 

ಅಥವಾ *-2ಡಂx+8 8+) = OX -2aex+a 
ಅಥವಾ (6-1) -)?= (6-1) 


ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವನ್ನು &(ಈ-1) ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


5 ಹತವ ಸಃ 
ಈ ೫0-1) 
© ಭಥ್ಲ್ಲಂ 
ಅಥವಾ ಹಾ ನಾ ಇತ್‌ 
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ಇಲ್ಲಿ b= ೫(6'-1) ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. P(x, ೪) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾದ್ದರಿಂದ, ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ 
ಸಮೀಕರಣವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


7.4.2 


ಕ್ಳೆ 


ತ್ಯ ಜಿ 1 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮುಖ್ಯ ಲಾಕ್ಟಣಿಕಗಳು 


ಸ 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ yನ ಉತ್ಪನ್ನವು 
x 1 
y= +b ಸ —1 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೫x«೩ಆದಾಗ yಊಹ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದರೆ 
ಸದ ನೈಜ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಗೆ ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯುಳ್ಳ ಆದರೆ ವಿರುದ್ಧ ಚಿಹ್ನೆಗಳುಳ್ಳ ಎರಡು 
ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 


ಅದೇ ರೀತಿ ನ ನೈಜಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸಿಗೆ ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯುಳ್ಳ ಆದರೆ ವಿರುದ್ಧ 
ಚಿಹ್ನೆಯುಳ್ಳ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯು *-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. 
೫೩ ಸ 1೫.0 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ವೃತ್ತವು y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಎಲ್ಲಿಯೂ ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ 
ಇದನ್ನು ಅನಂತವಾಗಿ ರಚಿಸಬಹುದು. 


ಅನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
(0, 0) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


Aಸ' ಅನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
A(a, 0) ಮತ್ತು ಸA'(-೩, 0) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


AA' ಅನ್ನು ಛೇದಕ ಅಕ್ಷವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ.  ಓ4' - 28 ಎಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. *- 0 ಆದಾಗ } - 0" ಆಗುವುದು. ಇದರಿಂದ y ನ 
ರೇಖೆಯ ಬೆಲೆಗಳು ಊಹ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಷವನ್ನು 
ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಆದರೂ ೪-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ 8(0, 0) ಮತ್ತು 8' (0, -0) ಎಂದು 
ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 88' ಅನ್ನು ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಔ88'ಎ2ರಿಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
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೦ 


7.4.3 


0 


ಟ್ಟ ೫.0 
ಸೆ ಹೌ 


ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 


5,5'ಗಳನ್ನು ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅವುಗಳ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (86, 0) ಮತ್ತು (-೩6, 0) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಡೈ, ರೈ ಗಳನ್ನು ಚಾಲಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
X= 3 ಮತ್ತು po ಬಂತೆ 
6 6 
ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 


5 ನಾಭಿಯಮೂಲಕ »-ಲಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ. ಓ5ಓ' ಜ್ಕಾವನ್ನು 


ನಾಭಿಲಂಬವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಬಿಂದುವು ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (86, 50) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 7.14). 


Y 
IN 
ಸ L 
೨ X 
1 1 
ಗ ಚಿತ್ರ 7.14 ಓ 


A. 
7 + = 1 ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 


x ಮತ್ತು yನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ 


2 [ಕ್‌ - 


8 
ಅಥವಾ SL = (6-1) 
0 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದರೆ 0-1 ಎ ಷ್‌ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
ಗ್‌ 
ಗ್‌ ತ 
SL = pe 


ಅಂದರೆ SL = + pi 


ಆದ್ದರಿಂದ 1, (' ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


36, ಹ ಮತ್ತು | ೩6, ಸ್‌ 
a a 


ಮತ್ತು |, L,'ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


"Ler 


| p 
-ಡ5, — 
a 


ಹಾಗೂ ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಎ ಆಗುತ್ತದೆ. 


0 
ಮತ್ತು | Ra ಸ್ಸ್‌ 


ಸೂಚನೆ : P ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾದರೆ, ಈ ಬಿಂದು ಮತ್ತು 
ನಾಬಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರಗಳನ್ನು ನಾಭಿದೂರಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವೊಂದರ ನಾಭಿದೂರಗಳ ವ್ಯವಕಲನವು 
ಸ್ಥಿರವೂ ಮತ್ತು ಅದು 28ಗೆ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತವೆ (ಚಿತ್ರ 7.15) ಅಂದರೆ, 


S'P-SP = 28 
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ಚಿತ್ರ 7.15 
7.4.4 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಇನ್ನೊಂದು ರೂಪ 


ಛೇದಕ ಅಕ್ಷವನ್ನು y-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಹೊಂದಿರುವ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾವನ್ನು 
ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅನುವರ್ತಿ (ಕಾಂಜುಗೇಟ್‌) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 7.16). 


/ | 
S 
B 0 
0 X 
B ರ್ಯ 
ಈ 


ಚಿತ್ರ 7.16 
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ಇದರ ಸಮೀಕರಣವು 


ಕ ಇ 
8 b* 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದರ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 


= 1 


$e ೫. 
ನ್ಟ 
ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳು, (0, ೬ be) 


ಚಾಲಕಗಳು y= ೬b 
9 
8,8' ಗಳನ್ನು ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಅವುಗಳು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0, ರಿ) ಮತ್ತು (0, -ರ) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 
ಛೇದಕ-ಅಕ್ಷದ ಉದ್ದ ಎ20 
ಮತ್ತು ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷದ ಉದ್ದ ಎ2೩ 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಎ ತ್ಯಾ 
ಸೂಚನೆ: 1. ೩=-ರಆದಾಗಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು *-)-8 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
.. ಅಂತಹಹ್ಯಪೆರ್‌ಬೊಲಾವನ್ನು ಲಂಬ(ರೆಕ್ಟಾಂಗುಲರ್‌) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
2. ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವನ್ನು (0, 0) ದಿಂದ (ಗ, ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಸ್ಥಳಾಂತರಿಸಿದಾಗ ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
(x-h)® (y-k) 


ಣಿ 0 
ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಗಳ ಅಕ್ಷಗಳು, ಶೃಂಗಗಳು, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ, 
ನಾಭಿಗಳು, ಚಾಲಕಗಳು ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) 9216/3144 (i) ೭3) -12 
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(i) 9-16? ಎ 144 


ಇದನ್ನು 3 ತ 1 ಎಂದೂ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ ೩-4, b-3 ಆಗಿರುವುದು. 


ಛೇದಕ ಅಕ್ಷ - 28 ಎ8 
ಅನುವರ್ಶಿ ಅಕ್ಷ ಎ20 206 
ಶೃಂಗಗಳು ಎ (೬೩, 0) ಇ (೬4, 0) 


1೫.0 11649 5 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಎ 6ಎ ik y 


ನಾಭಿ ಬಿಂದುಗಳು 3 (೬೩6, 0) 3 (£5, 0) 


ಚಾಲಕಗಳು, ೫x +”, ಅಂದರೆ x ಎ 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ 3 ಕ ಕ 
ಲು a 2 


(ii) ¥-3y = -12 


ಸ y 
ನಾನಕ: ಸನ್ನು 


= —1 
ಇದರಲ್ಲಿ a-112=243,b=2 
ಛೇದಕ ಅಕ್ಷ ಎ 2ರ 4 

ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷ ಎ 28 ೬4 3 
ಶೃಂಗಗಳು * (0೬) ೬ (0, ೬2) 


"೫. 11244 
6= ಎ 2 
b 2 


ನಾಭಿಗಳು ಎ (0, ೬ 4) 


b 
ಚಾಲಕಗಳು, ೪) ಎ ತ್ತ ೨೬1. ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಎ 


28 2(12) 
[3 b 


200 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.3 


24/51 ಅನ್ನು ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ, (1, 2) ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ, 3 ಅನ್ನು 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯಾಗಿವುಳ್ಳ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x-y=0 ವನ್ನು ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ, (4, 0) ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 
2 ಇರುವ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಗಳ ಅಕ್ಸಗಳು, ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳು, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 
ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) 16x-9y= 144 a: al 
Qi 
(iii) 25/3248 =600 (iv) X-3Y-4x-6y-11=0 


(v) 9-16 +72x-32y-16=0 


ನಾಭಿಗಳ ಅಂತರವು 8 ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರ 9/2 ಇರುವ 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಲಂಬ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಸ 2 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ನಾಭಿಗಳ ಅಂತರವು 20 ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರ 64/5 ಇರುವ 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭಿಗಲು (2, 0) ಮತ್ತು (-2, 0) ಇರುವ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 3/2 ಇರುವ 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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7.5 
7.5.1 


7.5.2 


ಶಂಕುಜಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


y= mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು yೌ-4೩x ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 
y= mx+cಸರಳರೇಖೆಯು ್ಭ - 4೩೫ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಈ ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 

(mx+c)? = 4ax ಅಥವಾ MX +2x(mc-24)+C =0 
ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇದು ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು 
೬ನ ಎರಡೂ ಮೂಲಗಳು ಐಕ್ಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅದರ ಶೋಧಕವು 
ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 

4 (mc-2a)°—4n? C=0 
ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ, ೭: ೩/7) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ೦೬ ೫Mಆದಾಗ 
y = 7೫4-೦ ಸರಳರೇಖೆಯು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವುದು; ಮತ್ತು 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


ಕ್ಲ ಸ ನ] 
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ಹೆರಾಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


y=4೩xದತ್ತ ಪೆರಾಬೊಲಾವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 0(%, /) ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿನ 
ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
y= 4ax ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 


dy dy ~ 2a 
2y ed ಜಾ 
ಅ ಜತ dx ಭಖ 
dy ಸಮಜ 
dx (x1, ಗೆ) Y: 


ಆದ್ದರಿಂದ (೫, //) ನಲ್ಲಿ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 
28 
Fp 


ಅಥವಾ |yy,= 28 (x+x,) 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅದೇರೀತಿ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು 


YY, ಜ್‌ 


28೩ 
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7.5.3 y= mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು ಸ + _ = 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 


y= mx+C ಮತ್ತು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಖೆ. (mx+c)? 
ಹೌ 0 


ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


(€nF+P)X +28 ಗಾ 2 (C-P)0 


ಇದು ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ. ಇದರ ಎರಡು ಮೂಲಕಗಳೂ 
ಐಕ್ಕವಾಗಿರುವುಗರಿಂದ, ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


48.77 06-400 17-0೫0-0) ೦ 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


c=8m +b” 


ಅಂದರೆ, ೧ಎ ೬೪ ೫17.0 ಆದಾಗ, y=mx+c 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವುದು. 


7.5.4 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


P(x, ೫) ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಈಗ ಹ್‌ + ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 
ಜ್‌ ks 
2x Ys Yc AK ಇ... 
ಘರ್‌ 2 ಜಾಸ್‌ 
| ಬ Le 
day, 
Ky) 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


ಅಥವಾ ೫;//-ಈ | =x +x 


೧. 10 A 
ಅಥವಾ + ೧೧7 ಎ + 
ಡೆ 0 & Bp 


ನು್‌ನ; 18 
ಅಥವಾ ಕ್ಲಾಸ್‌ 


ಆಗುವುದು. ಏಕೆಂದರೆ, (೫, ೪) ದೀರ್ಪುವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾದ್ದರಿಂದ. 
ಅದೇ ರೀತಿ ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು 


_ 81 ಎ 
yy, = Fx (೫-೫) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ತ್‌್‌ ಟ್‌ 
7.5.5 y= mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು- ನ್‌ 1 ಹೈಹೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 


y = mx+c ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಸ್‌ (7೫೦ _ 


ಡೌ 0 
ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


(0-೧ )-೭ಗಾ೧ಣಿ-ಜಿ(0..0)-ಂ 


ಎಂಬ ೫ ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗ ಸಮೀಕರಣವು ಉಂಟಾಗುವುದು. ಇದರ ಎರಡೂ 
ಮೂಲಗಳು ಐಕ್ಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದರ ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ 


4175 08448(0-ಜ(0.)-ಂ 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


exam [ಅಥವಾ [c== Vem 
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ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ೦ ೫ ೬ ೩ ಗೌ-ೌ ಆದಾಗ y- m+ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯು ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುತ್ತದೆ. 


7.5.6 ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
P(x, y,) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಸ Y = 1 ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 


& 7 
x 32೫ ಈ. __ | RE A 
ಘಾನ ಷಾನ: ಕ್‌ a ಚ 2 
dy] bx, 
ಅಥವಾ dx We 
(x, ೫) 
(೩.೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 
0 


X. 
೫ ತಸ್ಟಪಾಡಿಭಾ ಲಾಲಿ 


1 


ಅಥವಾ 2yy,-2 y= xx Dx? 


Se 
Re ಕೇ asa Af 
ಸ ಗರಿಸ್ರಾಭಂದಲ 

ಷೌ 0 


[(೫,, 3) ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾದ್ದರಿಂದ] 


ಅದೇ ರೀತಿ ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ (%, ೪,) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬದ 
ಸಮೀಕರಣಪು 


ಸ್ಯ 
Je ಜಿ 
Bx 


(೬) 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ತ 
ಬ 2y=-5x+k ಸರಳರೇಖೆಯು 126% ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಯ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈಗ, ಇದಕ್ಕೆ ನಿಬಂಧನೆಯು ೦: ೩/7) ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು 
y= 17-೦ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ದ್ರ _ 23/2) 8 
ಬಳ್‌ ಲ ಲಂಅೌಇಶಅಪಅ್ವಕಚಲ 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
| x ಫ್‌ 
2. (6, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ತ್‌್‌ =1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ತೆ 
ಸಕ ತಲ್‌ ಗ 
36 9 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ, (6, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


dx 6, 0) 4y (6, 0) 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (6, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು, x-6 
ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು y-0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.4 
1. )7.4/ಆ೦ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ (-1, -2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು ಲಂಬದ 


ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2. 2x+3y+5=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು )ಗೆ- 8x 
ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3, y= 6xಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 3%-2y4+5=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ 
ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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7.6. 


(2, 5) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 8x ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು 
ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಜ್ಞ? 

—+ — ಇ 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ (3, -4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
27 24 

ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


224-4520 ಸರಳರೇಖೆಯು :6.2)ಸ-412)14ಎ0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


— + =1 


16 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3x4y+5=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಮತ್ತು * J 
4 


(೬-1) (y-2) 

— ಕಾ ತ, =1 ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ (6, 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
20 - 

ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮಹಾವೀರಾಚಾರ್ಯನ ಕೊಡುಗೆ 


ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಇತಿಹಾಸದಲ್ಲಿ ದೀರ್ಪುವೃತ್ತವನ್ನು (ಎಲಿಪ್ಸ್‌) 
ಚರ್ಚಿಸಿದ ಏಕೈಕ ಗಣಿತಜ್ಞನೆಂದರೆ ನಮ್ಮ ಕರ್ನಾಟಕದವನೇ ಆದ ಪ್ರಖ್ಯಾತ ಜೈನ 
ಗಣಿತಜ್ಞ ಮಹಾವೀರಾಚಾರ್ಯ (ಕ್ರಿ.ಶ.9ನೇ ಶತಮಾನ) ಎಂಬುದು ನಮಗೆಲ್ಲಾ 
ಬಹಳ ಹೆಮ್ಮೆಯ ವಿಷಯ. 


ಆತನ ಗಶೆತಕಾರಸುಗ್ರಹ ದಲ್ಲಿ ಮಹಾವೀರನು ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ("ಆಯವೃತ್ತ" 
ಎಂದು ಹೆಸರಿಸಿದ್ದಾನೆ) ಪರಿಧಿಯನ್ನು 1240 + 168 ಎಂಬುದಾಗಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದ್ದಾನೆ. ಈ ಸೂತ್ರವು ಪರಿಧಿಯ ಸ್ಥೂಲವಾದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ನಿಖರವಾದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುವ ಸುಲಭವಾದ ಸೂತ್ರವು ಆಧುನಿಕ ಗಣಿತದಲ್ಲಿಯೂ 
ಇಲ್ಲವೆಂಬುದು ಗಮನಾರ್ಹ. 
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10, 


476-9 = 36 ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ನಾಭಿಲಂಬದ ತುದಿಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ತ 
2x+೪-3=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು ಮ 1 
ಹೈಪೆರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ-8 
ಪ್ರತಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


x = (೪) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ಏಕಮೌಲ್ಯ 
ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ನಾವು ]/೬1`'(%0 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಪ್ರತಿಲೋಮ 
ಉತ್ಪನ್ನವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


8.1 ಪ್ರತಿಲೋಮ $।ಗೀ ಉತ್ಪನ್ನ (51೧70 

x = siny ಉತ್ಪನ್ನವು ನ <ys< —- 
ಎಂಬ ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ ಮತ್ತು -1 551 ಎಂಬ ಬಿಂಬಗಣದಲ್ಲಿ ಏಕಮೌಲ್ಮ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಆಗ )/ಯನ್ನು ೫ನ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು ಇದನ್ನು $1೧”'« ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಅಂದರೆ, ೫ ಇ 61೧ / = y= sin" x 


xನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಯ ಬೆಲೆಯು 5” ಮತ್ತು -- ಬೆಲೆಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿದಾಗ 
ಅದನ್ನು ಗ” «ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


(1) sir{ 3] ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ 3. 
2 3 
(ii) sin-[ 3 ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ -- 
2 3 
(1) sin” [ಜಃ ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ -3 


; 
ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ x ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ ।ಗ' ೫ ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು ನ್ಯ; ಗಳ 
ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ x ಯಣಾತ್ಮಕವಾದಾಗ 61711 ಬೆಲೆಯು - 5- ಮತ್ತು 
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0 ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ ಪ್ರತಿರೋಮ $61769 ನ (ಅಂದರೆ s/n” ನ) 
ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು ಅಂದರೆ in xನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯ 3, 3 ಅಂತರದಲ್ಲಿದ್ದು 
ಸಾಂಖ್ಕಿಕವಾಗಿ ಕನಿಷ್ಠವಾದ ಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


8.2 ಪ್ರತಿಲೋಮ €೦$iಗೀ ಉತ್ಪನ್ನ (೭೦s"¥x) 


x = ೦೦6/ ಉತ್ಪನ್ನದ ಕ್ಷೇತ್ರವು 0 5 / 5 ಗ ಮತ್ತು ಬಿಂಬ ಗಣವು 
-1<x 51 ಆದಾಗ ಇದು ಏಕಮೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ )/ನ್ನು ಪ್ರತಿರೋಮ 
0೦61೧6 (೦s) ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಅಂದರೆ, x ಇ ೦೦9% ವಾ ಇ ೦೦57 x 


ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ x ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ, 0೦57 x ವು ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಜೆಲೆಯು 0ಮತ್ತುಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ ಹಾಗೂ ಇನ್ನೊಂದು 


ಬೆಲೆ -5- ಮತ್ತು 0 ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ೦೦೨ ಷ ಈ ಹಾಗೂ ೦04 ಡ್‌) ಬಕ 
ಜಿ ಡಿಟಿ 
1 7 7 
ಆದ್ದರಿಂದ, 0೦9" ತಾ ಜರ್ಜಶ್ರಾ: ಅಥವಾ - ಆಗಲು ಸಾಧ್ಯ. 


ಇಂಥಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ನಾವು ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯೆಂದು 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. 
7 
ಹಾಗೆಯೇ ಸಂಖ್ಯೆ x ಯಣಾತ್ಮಕವಾದಾಗ 0೦8 «ದ ಬೆಲೆಯು ಕ ಮತ್ತುಗ ಗಳ 


ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. x ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ 0೦871 ೬ ದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು 0 


ಮತ್ತು *- ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
2 


ಆದುದರಿಂದ ಪ್ರತಿಲೋಮ ೦0೦61೧76 ನ ( ಅಂದರೆ ೦೦೯7) ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು 
[0,7] ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯಾಗುತ್ತದೆ. 
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8.3 ಪ್ರತಿಲೋಮ 18706071! ಉತ್ಪನ್ನ (tan) 


x ಇ 18೧)/ ಉತ್ಪನ್ನದ ಕ್ಷೇತ್ರವು -— <y< 5 ಹಾಗೂ ಬಿಂಬಗಣವು 


೨೦ <x «ಅಂ ಆದಾಗ ಇದು ಏಕಮೌಲ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ ೪ನ್ನು ಪ್ರತಿಲೋಮ 1೩೧೦90! 
ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


x=tany=> y=tan" x 


7 
ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ x ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ 1೩೧” «ದ ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು ನ್ಯ. 
ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


tan” \3=— ಮತ್ತು ೩ಗ"' (-1) = - ನ 
ಅಂದರೆ, ₹೩೧”' ನ ಪ್ರಧಾನ ಚಿಿಯ್ಸೆ -:. 3) ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ ೦೦9607, $86೦" x ಮತ್ತು ೦೦೯' x ಪ್ರತಿಲೋಮ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1. ( 6607 (2) (ii) cosec” (12) (iii) tan” [tan (2607) 
(iv) sin” (sin (W) cot [001 (- 740°)] 
() 560" (2) ೬5607 (2) = 
(1) cosec (೨12) =- 00560” (N2) =- ದ 
(ii) tan” [(tan (2607) 


= tan” [tan (180°+80°)] = tan” [tan 80°] = 80° 
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(iv) sin (sin —)- _ 


(/) cot" [cot (-740°)] 
= cot" [-cot 740°] 
= — cot’ [cot (720° +20°)] 


=-—cot' [cot 20°] = - 20° 


Xx 
2. 91೧7 ಈ ಇ ೦೦67 11-05 =tan" ( ರ್‌) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


sin” x= 8 ಆಗಿರಲಿ. 
” X=sin® 


ಈಗ, ೦೦56 = 11-612 6 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
”. ೦೦59 = 1-X 
ಅಥವಾ 9 ಇ ೦೦೯-' NE 
-. sin x= cos VI 


. ಈಗ, ೫x ಇ 61೧70 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


51೧0 1೧0 


೦0೦98 1161೧36 


1೩೧0 = 


ಅಂದರೆ, 1೩೧0 ಎ 


11-24 
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98180೧7 (ಸಾ) 


Xx 
ಆಥವಾ ಇಗ ೫ | ರ್‌ು 


[51೧% = cos“ V1 ೨೫ = tan” 


ಗ 


7 
3. sin'x+cos'x ಇ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2 


sin” x= 6 ಎಂದಿರಲಿ. 


“x= sin® 
7 
ಅಥವಾ x= ೦೦5 [2-6 
2 


T 
ಅಥವಾ 0+ cಂs'x= ye 


k 7 
ಅಂದರೆ] sin" x + ೦೦೨7 x ಪ 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 


tan‘ x+cot' x=n/y 


ಮತ್ತು 56075 ೫ * ೦೦೨೦೦7 x= ನ್‌ 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


1 
4. sec'x=Cos" ಸ್‌ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


5607 x= 0 ಎಂದಿರಲಿ 


“ X=sec6 
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ಆ:ದರ0* ೫೬೦೦03 2-1 


cos” (ಎ = 7 - ೦s x ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
೦s” (-x) = 0 ಆಗಿರಲಿ 

2. —=X=COS0 

ಅಥವಾ «ಇ -009 0 

ಅಥವಾ ೬ ೦೦5 (n- 0) 

೦೦5  ಒಇಗ- 0 

ಅಥವಾ 0% ೬ 7-0೦9 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ sin” (-x) = - sin” x 


ಮತ್ತು ₹೩೧" (-x) ಎ -tan" x 


XY 
1l-xy 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 2೬೩ಗ"' «ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫20, )/2 0 ಮತ್ತು ೪/ ಆ 1 ಆದಾಗ an"  * 1೩೧7' y ಎ!ಡಿಗ್ಗ' 
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(1) 1೧7% = 0 ಮತ್ತು 1೩೧7' / ಇ 8 ಎಂದಿರಲಿ. 
.. ೫ ಎ 18೧ 0 ಮತ್ತು / ಎ 1೩೧ 0 
tan a + tan B 


ಈಗ, tan (0 + 8) = “= ಿ೦ದು ತಿಳಿದಿದೆ; 
1-tana 1೩೧0 


X+Y 

ಅಂದರೆ, 18೧ (0 + 8) = 
1- xy 
X+Y 

ಅಥವಾ 0+ 8 ಇ 18೧7' 
1- xy 


+ 
ಅಂದರೆ , |tan'x * 1೩೧7 y= tan" 


1 - xy 


(ಇಲ್ಲಿ «2 0, /2 0 ಮತ್ತು xy <1) 
(1) ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ x ಇ /ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


(x + X) 
1- xx 


2x 
ಇ ತ ಎ 
ಅಥವಾ |2 tan” x = tan TH 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


tan’ x + tan’ x =tan" 


Nd 
7. x20ಮತ್ತುy೭20ಆದಾಗan' x-tan / =tan™ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


1an' x= 0 ಮತ್ತು 18೧7')/ ಇ ಈ ಆಗಿರಲಿ. 
.. ೫ ಎ 1೩೧ (ಮತ್ತು / ಎ 18೧ B 


tana -!೩೧ B 


ಈಗ, tan (0+ 8) = TET ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಅಂದೆರೆ, tಗ (0/೨ p) = 
1+ xy 
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sin“ x+ 61೧7 y= sin" [11 ೨ P+ y YT 3%] ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
sin” x= 0 ಮತ್ತು 6/೧7' y =  ಎಂದಿರಲಿ. 
“Xx=sina ಮತ್ತು /ಇ 6೧ 0. 

ಈಗ, sin (0 + B) ಎ sin a cos B + ೦೦s « sin 8 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಅಂದರೆ, sin (a + ಢಿ) = ಹ ಟ್‌ H-x Xy 
~a+B=sin" KANT +YyN1-X] 


ಅಥವಾ| sin' x + sin" y= sin" [x 1 -¥P+yN-x] 


sin” ನ + sin ಮ = C೦8" ವ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


5 
sin' — =6 ಮತ್ತು sin" ಡಿ ಹಳ್ಳ: ಎಂದಿರಲಿ. 
13 ಹ 25 
5 7 
ಅಂದರೆ, = 51೧9 ಮತ್ತು =n 
13 ತ್ತ 


ABC, ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 48 - 5 ಮತ್ತು A೦ 13 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 8.1). 
A 


LMN ಶ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ LM » 7 ಮತ್ತು [N= 25 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 8.2). 


12 2 
ಆದ್ದರಿಂದ, 0೦90 ಇ —— ಮತ್ತು 0096 = 


13 
L 
25 
7 
M 24 N 
ಚಿತ್ರ 8.2 


ಈಗ, cos (0 4 6) ಇ ೦೦99 ೦೦9 ಛ -sin®8 sin® 
12 24 5 7 

138 25 13725 
288-35 253 


325 325 
9369 =Ccos" 
325 
ಅಥವಾ sin" Ke ಕಗ್ಗ ರಾ ಪ ೧೦ಕ್ಷ್‌ೆ ೨೨ 
13 25 325 


10. tan 120 = 2sin" ಹ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
119 13 


sin ಮ = 0 ಎಂದಿರಲಿ 


5 5 
ಅಂದರೆ, ;್ವಾ = sina .. tana 4 


(ಚಿತ್ರ 8.1 ರಲ್ಲಿ 9 ಬದಲಿಗೆ % ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ). 
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ಈಗ, 18೧ 2 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ 
೩೧70 
5 
4) 
rol ಚುಚ ಎಂಎ 10... 
ರ ಟ್‌ 3 6 119 119 
144 
20 =tan 120, 
119 
೦ದರೆ, 2 sin” tan” ಸ 
119 


11. &tan _ = tan” EM + tan” pd = —" ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


70 99 . ಷೆ 


1 1 1 
LHS ಎ2 (2 1೩೧೯. — tan — —tan" 
( ರ್ವ tan” 5 ಗ್‌ 


ಡೊ 1 
= 2ta೩ಗ" 2 - tan 
ಜ್‌ ಜ್‌ 
೪3 70 
=2tan' 2 _ tan’ 2 
6931 
BS 
= tan” 12 tan 23 
3285 1 
144 
ದ (ಡಿ! —— ನ - tan. 
6931 
ಗ 1 - a 


+120, ೨. 
119 


tan” 

828269 
_ ಗಿ] 
12. 21೩೧7 || - tan | = eos" b+ acos x 

a+b 2 a+ bcos x 

ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 

ಹೆ 1 
tan” f tan Pj 6 ಎಂದಿರಲಿ. 
a+b 2 


— tan? 0 
ಈಗ, ೦೦9 2 9 ಇ ರ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
1+ tan? @ 


1- ps tan? ~ 
a+b 
“C0820 = 
1+ <b tan? ೨. 
a+b 2 


(a+b) - (a-b) tan? — 
(a+b) + (a-b) tan? 5 


in? 5ನ 
2 
X 
cos? — 
ಟ್‌ ಭಿಷ್ಟ 
X 
ein 
2 


Xx 
೦೦೪2 — 
2 


a+b - (a-b) 


a+b - (a-b) 
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X 
(a+b) cos 5 - (8-0) sin 


(a+b) cos? 5 * + (8-0) sin ೨. ಸ 


a a — sin? in) +b ಸ + sin? 3) 
a aw —~ + sin? ” 3 +b -5 (cos $m 3) — —='sin? sn 3) 


acosx+b 
ಅಂದರೆ, ೦೦6 20 ಎ 
a+ bcos x 
b+acosx 
~ 28” ಹುಸಿ | 
a+ bcosx 


Ke 
AEN | - ನ _/ (038೦೦9 ೬ 
॥ ಕ Er ಔರ ೯೧೦೯ rg TS 


x41 | 
13. cos [tan {sin (cot ¥x)}] = ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
X42 |, 


cot'x= ೧ ಎಂದಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ x = cota 


A*Aಔ೦ಯಲ್ಲಿ B೦= x, AB 1 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 8.3). 


A 
1 
sin 0 = 
ಸ್‌ 
a= sin 
1.22 
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ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಧಿಸಬೇಕಾಗಿರುವ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 


1 
LHS = cos [tan sin sin ) 
ಗ್‌, 
= 006 (‘an | ) 
ಗ್‌ 
po 
14x? 
= 0೦6 C೦೮ ಸಾ (ಚಿತ್ರ 8.4) 
po 
pe | 18 | = RHS 24x 
2+x k 
14x 
ಚಿತ್ರ 8.4 


1 
14. | 2 tan 7). sin , tan 
1 
tan = 0 ಎಂದಿರಲಿ. 


ಅಮೆ 


7 


2 
Bu 
7 
ಏಕಂದರೆ 2 tan’ x =tan" 


= cos [tan ha 
24 


“ LHS = cos | tan” 


= cos [cos |= 
25 25 


1 


| ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


2x 
lx 


(0 


RHS = sin ಜಂ ಅಗ ಸ) 


ಬಂ ದ್‌ 


= 61೧ | 2 tan" 


ಸ 


ಡಿ 
ಇ 61೧ 18೧೧ _ 4 
1 - ಸ್ರ 


n|tan™ ಚ 


= sin 61೧1 24 __ 24 
24 | ಇಗ ಕೂಟ 


(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸಾಧಿಸಿದಂತಾಯಿತು. 


Xx y | 
15. cos‘ — + ೦೦೯7! — ಇ 0 ಎಂದಿದ್ದರೆ 
a b ಕೌ 
ಟೆ 2xy ಖ್‌ ವ 
pT} ಜ್‌ ಸಷ ತ = Sin? 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
೦೦s" _ 9 ಮತ್ತು ೦೦೮" 2 = ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 


ಅಂದರೆ, *- = 006 9 ಮತ್ತು - ಇ 009 


. 91 € ಎ % (ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ) 
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ಅಥವಾ ೦೦9 (6 + 0) ಇ ೦೦6 0 


ಅಂದರೆ ೦೦5 9006 6-61೧ 9 61೧7 € ಇ ೦೦5% 


ಅಥವಾ ELE 
“(ose ಧಿ = 1 _ 5 


XY  2xy Va 4 
2 pe} Br Brae (ಈ ಖಾ ಎ ಟೂಟಿ ಓಡ್‌ ಇ 
ಅಂದರೆ, 006 a+ = cosa =1 a * 
ಖ್‌ 2xy ಕೆ | 
ಅಥವಾ mabey — 008 ಇ ಅದೆ ~ C09 [04 


ೈ Ld + J _ 200s ಶೂ 
ಈ 0. 


ab 


16. tan'x=2tan [cosec (tan Xx) -tan (cot “ x)] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
tan”' x = 9 ಎಂದಿರಲಿ 
”. X=tan 8 


ಅಥವಾ ಸಂಜೆ -6 | 


ಅಥವಾ cor'x=(Z ಎ ) 


RHS = 2(೧೯' [ose 69-16೧ ಚ 3 ) 


= 2tan™ [cosec 6 - cot 6] 
ಮ tan | 
sin 9 


223 


0 
12 
2 sin Fs 
= 2tan” 


2 sin ಛ cos 3 
2 2 


ಗ್ರ 
2 tan ( 3 2 = 0 =tan' x 


= LHS 


8.4 ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


7 
1 sin'x+sin'2x=— ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ. 
3 


sin’ x= 0 ಮತ್ತು sin" 2x 0 ಎಂದಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ, x= sin 0 ಮತ್ತು 2x= sin 
ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವು 


7 
a+p= ಇ 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
cos (a + B) = cos 5 
ಅಥವಾ cಂs a cos - sinasin 0 ಅಸ್ಯ 
ಅಥವಾ ಗ A -x2x 5 


ಅಥವಾ (MSTA = 4 2x 
2 


2 
ಅಥವಾ (1-x) (1-46) lz + ೩] 
ಅಂದರೆ, 1-44 - ¥ + 4x + 4x%+ 2X 
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ಈ, + Bn 
ಹಸ ಅಥವಾ ಸ - 


2. tan ತ ರಿದ ಹ = tan” (-7) ಬಿಡಿಸಿ. 
೫-1 2 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
x+1 X-1 
X-1 ಟ್ಟ X 
EN ಎ೧. ೬ 1! (_. 
tan ug tan (-7) 
"ರ ಸುಷ್ಟ ತ 
೩-1 2 


ಎಂದು ಸರಳೀಕರಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ 


24-51 
12೫ 


=-7 


ಆಥವಾ 2 8-84 8 20 ಅಥವಾ *X -4x4+4=0 


ಅಂದರೆ, (೬-2)? 
ಜೀವ 2 
ಆಜ ಕ V+ ಎ ಇಗೆ ಆ! 
; re 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣದಿಂದಾಗಿ 
1+ - 11೨ sin 0 
ಅಕ್ರ ಧಾರಾ ರಾ. =tana ಇ 
ತ್‌ ಭರತ cos 0 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಪ್ರಮಾಣಗಳಿಗೆ "ಕಾಂಪೊನೆಂಡೊ-ಎಟ್‌-ಡಿವಿಡೆಂಡೊ" 
' ನಿಯಮವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದಾಗ 


21/1422 861೧040090 
211೨2 cos a- sina 
ತ್‌ 14 (sin ‘+Cosa \? 

1-x (ಇಷ - sin a 
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1-5 1+ sin2 a 
ಬಾ i NEE ಜೆ. 
Was 1-6 1-520 ಸ 


“XM ಇ 650೧20 


ಅಥವಾ x= ೬ 191೧ 2 0 


sin [2 cos” cot (2 tan” ೫0] = 0 ಬಿಡಿಸಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


1-2 
sin | 2 0೦೯57೫ cot [cot ಇ0ಿ 
2x 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


r ತ ಸ 
ಅಂದರೆ, sin [2 cos" ರ್‌] ಇಲಿ st) 
2x 


1x 
ಈಗ ೭೦೮" ಥ್‌ = 0 ಎಂದಿರಲಿ. 


1 


ಹ 3 
ಅಂದರೆ, ನ 


= COS ; 3! (2) 


1-x 
ಔರ ಮ್‌ ಇ ನ 


ಈಗ, ೦೦52 0% = 2೦೦5s 0-1 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಹ 00526221.) — 1 [(2) ರಿಂದ] 


226 


be NS i ಹು ಟೆ 
ಅಥವಾ 2 0೦6 we cos Py 


(3) ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


sin | cos” X44 = 0 
2x 


ಭಲ 2 
ky g [X-4X+1 ie 
ಅಥವಾ in| sin 1 ( 5 0 


ಅಥವಾ 4X - (¥-4xX¥+1)7=0 

ಅಥವಾ (೫x - 6xX+1) (¥ - 2X + 1) =0 

ಅಂದರೆ, »(-6)6ೆ.1 = 0 ಅಥವಾ *-2೫೪+1=0 
ಅಂದರೆ, * ಎ3 ೬212. ಅಥವಾ (*-1)= ೦ 
ಅಂದರೆ, * -(1 ೬42 ತನ ಸಾ? 
ಅಂದರೆ, x= ೬ (1+ 2) 


ಆದ್ದರಿಂದ x= ೬1, +(1 £2) 


ಅಭ್ಯಾಸ - 8 
ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
sin (-1) 2. 00$'[006 600°] 
3 
0೦5" (sin 225") 4. cot (sin- ಕಿ) 
sin | sin 4 6. sin ಘಿ + C0S™ ಸ 
5 | X Xx 
1 4 1 
cos'——- sin’ — 8. sin ತ + (೧ — 
5\2 1717 5 7 
cos” (sin 220°) 10. sin” [cos (—-105°)] 
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ಗೆ 9೧ 0೦೯ ತ್ರೆ 12. sin (8೧7 2) 


5 
1 (tan 100° 14. cos| cos” ಸ cos” ಚ್ಚ 
13. cot" (tan ) - 5" ದ್ರಾ 
||. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ. 
1 sin™ ಸ್ವ + sin ಭಕ್ತ = Sin 4 
5 ಗನ 85 
ಜೀ ಜ್‌ ಬ್ರ + ೪೧7 ಬತ + sin™ 1g, ತೆ 
5 13 65 2 
Re 
3. 008 ಸ +cosec' —— ಅತಿ 
182 4 4 
2x 1x 
-1x= sin” ನಸ -1 
4, Qtan'x=sin ಪಾ] 0೦9 ನಾ 


5. 20057132 0೦6" (2)6ೆ-1) 


1 
6. tana = ಎಎ snp = J{a>0.8 <2 ಆದಾಗ 208 ಎ 2 ೨೦ 
7 -10 2 4 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
1 1 
7. tan'—+tan' — = — 
ಸು 
1 1 1 7 
8. 18ಗಿಗೆ ಎದ -tan'— ಹ್ಮ್‌ 
೩೧ ಸ an ದ + tan ನ 3 


೦ 
ಬ 
ರಂ | 
s/t 
NM 
+ 
ನ 
ಡೆ 
ಳ್‌ 
ಇ | 
a 
1 
» | 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


‘WM 


tan (2 tan™'x) = 2 tan (tan x + tan Xx) 


2/1 241 221 
cot" ಆಖ cor (2). ೦೦(21)_ 0 
೫-/ ೫-2 2-% 
tan x + tan" y+tan'z =n ಆದಾಗ ೫4೬೪42 ಇ x೪2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


py: 
Y 


sec V14+¥ + cosec 


1 
+ cot’ — =3n 
2 
ಆದರೆ ೫೬೪೪2 ಇ x೪2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
ಅಟ ಸಕ ತಾ 
51೧71 — +sin' — = — 
Xx ೫ 2 
7 
tan’ 24 tan’ 3x = ಸ 
2 tan” (cos Xx) ಎ 18೩೧7' (2 ೦೦5೨೦ x) 
2 
tan’ x+2cot'x= 


sin” 2x - sin x 13 =sin" x 


2cot'5 +2 cot '8+005'x=— 


1 1 7 
cot'x+sin -ಿವಾರಾ- -ವಾ ಎ 
V5 4 
1-a° ಗನ 
ಇಂಕ್‌ ೦ರ ——:s2tan 
ಇತ EE sis 
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10. 


12. 


2 tan” (cos x) = 1೩೧7 (2 cosec X) 
ರ 
tan” x + cot" (x-1) = sin" 3 + 0೦೯7 _ 
1 
cos” (2¥-1) = 2 cos ವ 


ಈ 7 ತ 
sin‘ 2x= ---. 61೧7 x 
4 
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ಅಧ್ಯಾಯ-9 
ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು 


9.1 ಪೀಠಿಕೆ 


ತ್ರಿಕೋನಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ ಅನೇಕ ಬಾರಿ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಎದುರಾಗುವುವು. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 481೧ ೫-4-3 ೦೦5% = 5 
tan x + sec Xx = 2 


ಎಂಬುವು ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳು. 
1 

ಈಗ, ೦೦5 ೫ ಎ -- ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
2 


ಇಲ್ಲಿ ೫ಎ — ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ಹೇಳಬಹುದು. 


4 
ಆದರೆ, ೫-೨ 1 ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಉತ್ತರವಾಗುತ್ತವೆ. 
A 


ಈ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ವಿಧಾನವನ್ನು ನಾವು ಈಗ ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆ. 


9.2 sinx=k-l<K<1,ಎoಂಬಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
sinx=k ಸಾ! 
ಸಮೀಕರಣದ ಅತಿ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು ೩ ಆಗಿರಲಿ. 
51೧ X= sin a 
ಅಥವಾ sin x-sina=0 
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೫435೮ , ೫-೮ 
ಅಥವಾ 2005-6030 


2-0. XO 
0೦೨9 --- =0 ಅಥವಾ sn 


2 | ಜ್‌ 
ಮ (2n+1) — ” ಅಥವಾ mB ಪ್ಯಾಸಿ 
2 2 2 2 
ಅಂದರೆ, x = (2n+1) 7-0 ಎ.ಕೆ] 
ಅಥವಾ «ಇ 20೧7340 ೨4 .... (3) 


ಈಗ, (2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ನಾವು ಸಮೀಕರಣ (1)ರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 


[x =nn+(-1 7 [7 (ಇಲ್ಲಿ ಗೀ 1 ಧನ ಪೂಣಾರ೯ಕಗಳ ಗಣ) 
9.3 ೦೦೨ ೩ಎ ಹೈ -1 ಆ 4 «1, ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
cosx=k ಎಕ್ಕೆ. 
ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು « ಆಗಿರಲಿ. 
”. ೦೦5 ೫ =COS 0% | 


ಅಥವಾ 009 x-cosa=0 


X+0 ೫-೮ 
ಅಥವಾ -2 sin—— sin——= 0 


= 0 ಅಥವಾ sin——=0 


೨4-೧೦ 
2 
ಬರ ಮಾಹಾ ಯ 1 * 
2 2 2 2 


ಅಂದರೆ, «ಇ 2ಗ೧7-0 ... (2) 
ಅಥವಾ «೬2 ೧740 (೨) 
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ಈಗ, (2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ನಾವು ಸಮೀಕರಣ (1)ಠ ಸಾಮಾನ್ಕ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 


ಗಾರ) nen 


9.4 tan x= kK -ಂಂ.€|( € ೨, ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
tanx=k i 


ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು ೧ ಆಗಿರಲಿ. 


”. tan x = tan a 


sin x sin a 


ಅಥವಾ 


೦೦5 ೫. 0056 
ಅಥವಾ sin xcos a -0೦9 xsina ಎ0 
ಅಂದರೆ, sin (x-0) = 0 
A XOU=NT 
ಅಥವಾ [£2773 (ne 
ಎಂಬುದು (1)ರ ಸಾಮಾನ್ಮ ಪರಿಹಾರ. 


ಸೂಚನೆ: 851೧ «ಮತ್ತು ೦೦56೦ x 
೭೦s x ಮತ್ತು sec x 
an x ಮತ್ತು ೦೦! x 


ಈ ಜೊತೆ ಪ್ರಮಾಣಗಳ ಸಾಮಾನ ಪರಿಹಾರಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 
9.5 ೩೦೦s x+ bsin x= ೦ ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 


acosx+ bsinx=c ಇಸ್ಟ ಬ) 


ಸಮೀಕರಣ (1) ನ್ನು 1೫.೫ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


a 
COS X+ 


c 
ಗ್‌ "0-0 1೫. 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 
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= 006 0 ಎಂದು ಬರೆದಾಗ 


೫... 
0 
= sin 0 ಆಗುತ್ತದೆ 
ಫ್‌ 


ಸಮೀಕರಣ (2)ನ್ನು ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು : 


cos Pcosx+sinpsinx= 


c 
“೫.0 


ಕ 
ಅಥವಾ ೦೦9 (ಢಿ) ಎ k ಇಲ್ಲಿ (ಎ 
| 


ಈಗ, 0: ವು ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದರೆ, ಇದರ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ನಾವು ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 


x-P=2nn+a 

ಅಥವಾ x=2nn+೬0 +8, (ne D 
ಸೂಚನೆ: ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಿಡಿಸಬಹುದು. ಸಮೀಕರಣ 
(2) ರಲ್ಲಿ 


b 
= sin ಎಂದು ಬರೆದಾಗ ಎ ಸಂ 0060 ಆಗುತ್ತದೆ. 
೫. “೫. 


ಆಗ ಸಮೀಕರಣ (2)ನ್ನು 
sin 0 ೦೦5 x+ cos Bsinx=k 
ಅಥವಾ sin (೧-0) = Kk 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು « ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಮ ಪರಿಹಾರವು 


x B=nn+(-1)"a 


ಅಥವಾ x=nn+(-1)” u-B,nel 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು 


1. sinxs= 


ಗೆ x=nm+ (೧1) 3 , (nel) 


1 
2. cos Xx=— 
4 


ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 
cos x=+ 
ನನ 


ಅಂದರೆ (!) ೦೦5 x-5- ಅಥವಾ (ii) cos ಸಪರ 


7 7 7 
7 27 
“X=2n — ” X=2ಗn — 
ಸಖ n+ ಸ 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಮ ಪರಿಹಾರ ಸನ2ಗಸ ೬ನ 2nn + ಎಸ (nel). 


3. tan30=cot78 
ಇದನ್ನು tan 36 = tan G — 76 ಸಿಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಇಲ್ಲಿ 0 = 79 ಆಗಿರಲಿ. 


36 ನಗಣ +3-)-76 
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ಅಥವಾ 9 ೨ [ತ ne I. 


ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


ಹ. 
೦೦೭೭64 |13 4% | 00193120. 
ಇ3 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು (೦೦19 +1 3)| 001694 


ಎಂದು ಅಪವರ್ತಿಸಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


7 7 
~O=nn-— -“ O6=nn-—— 


7 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ: 6 ೧ಸ- ನ 


nn (ne ಗಿ. 


9/72 0-2 050+ 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 


1 
(1-cos? 8) - 2 cos ಕಡಿ 


| 
ಅಥವಾ (- 0056) -2008637- ೩0 


ಅಥವಾ 4 0೦$9' 948 cos0-5=0 
ಅಥವಾ 2 0೦೦59 (2 0೦೦5 94 5) -1 (2 006945) 20 
ಅಥವಾ (2 cos 94 5) (2 cos 80-1) ಎ0 
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. 20065934 5=0 ಅಥವಾ 2cಂs0-1=0 


5 1 
ಅಂದರೆ, a ಅಧ ಅಥವಾ c0s0=5-.0 ಭು 
006 6 ದ ಬೆಲೆಯು -1 ಮತ್ತು 1ರ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಕಾರಣ ವ್ವ ಎಂಬ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


7 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಕ ಪರಿಹಾರವು 9 ಎ2೧ 15 5 


cot 0+ tan 9 ಇ 2 ೦೦59906 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


cos 6 K; sin @ Ke 2 
sin 6 cose 86/೧8 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


cos? 0+ sin 06=2 cos 8 


1 


ಅಥವಾ 1 220069 .. 0೦66 = 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 6-2೧೫ ೬5, ೧61 


SiN ೫ - COS X= COS3x - sin 3x 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 


sin x + sin 3x = cos 3x + ೦೦5 ೫ 
ಅಂದರೆ, 2 sin 2x cos x= 2 cos 2x cos Xx 
ಅಥವಾ 2 cos x [sin 2x- cos 2x] ಎ0 
”. ೦58 x= 0 ಅಥವಾ sin 2x - ೦೦s 2x ಅಂದರೆ, tan 2x = 1 
ಸ 7 


ಇಲ್ಲಿ, =— ಇಲ್ಲಿ, 
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7 7 

~X=2Nnns 5 ~2x=nn+ 
mm 7: 
ಅಥವಾ x= + 
ಥ 2 8 


177 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ: ೫ ೭೧7 ೬5 5 


sin 40 cos20 4 ೦೦5 49 sin26 =0 
ಪರಿವರ್ತನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಿ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 


1 | 
_ [sin 66 +sin20) +5 [511 69 -sin26])=0 


ಅಥವಾ sin 69 =0= sina 
ಇಲ್ಲಿ 0 -೦ 
°660=nn+(-1)"(0) =n 


ಅಂದರೆ, 6 = ಸ 


, ಗೀ, ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ ಪರಿಹಾರ. 


2009386 +6cos0+1=0. 

ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೦೦5 39 ಎಂಬುದರ ವಿಸ್ತರಣ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಬಳಸಿ 
2 [40053 6-3 cos 6] +6 cos 0 +1=0 

ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


8009394 1ಎ0 

1 

ಅಥವಾ ೦08" 0-- 
0೦೨9 = 5009 (ಇ - ) Cos 2೫ 
ಅ ಜ್‌ 3 


ಆದ್ದರಿಂದ, 6 ಇ ೭ ೬ ದ ಗ!, ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಮ ಪರಿಹಾರ. 
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10. 


11. 


sec? 9 + ೦೦560'.9 23 9606 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 0೦69605 9 ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


sec? 9 3560.69 


cose * "" ಜಾರ 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 

(೩೧: 94 1 =3tan’ 959606 
ಅಥವಾ 3tan? 9 sec? 9 - 18೧9 -1=0 
ಅಥವಾ 3 1೩೧? 69 (1+ 18೧16) -tan? 6 -1=0 
ಅಥವಾ 3 18೧" 9 + 218೧: 0 -1=0 
ಈಗ, 18೧6 ಇ 8 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 

32 + 28-1 =0 
ಅಥವಾ 32 + 38-8೩-120 
ಅಥವಾ 38 (a+1) -1 (a+1) = 0 
ಅಥವಾ (34-1) (a+1) = 0 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ ಆದ್ದರಿಂದ 

a=— ಅಥವಾ ೩4--1 


3 
1 
ಅಂದರೆ, 18೧9 = + ಸ ಅಥವಾ 18೧26 =-1 


1 ಒತತ 
“~tanO=x+ ದಮ tan = +೬ ಇ[-1 
3 
2 ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 
ಇಲ್ಲಿ 0೮ = ತಾ 


೧6ಎ ಗಗ, ೧೮ / ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 
6 


3sinx+4cosx=2 


ಈ ಸಮೀಕರಣವು acosx+bsinx=c 
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ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಇದೆ. ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಇ(3)₹ (4) ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


ತ sin x + cos ದ 
5 5 ಇತ 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ 
3 4 | 
- ೦0s B ಮತ್ತು ೯ =sin  ಎಂದಾಗಿರಲಿ 
~ Bu 538 
ಈಗ, ಸಮೀಕರಣವು 


: 2 
cos Bsin x + sin 0 ೦೦5 x= ಗ 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


sin (0-0) = _ 


2 
ಈಗ $1೧7 ರ್ಕ ಇ 23°35'. ಅಂದರೆ, ೧ ಇ 23935' 


೫3೫ 538 ಇ 0 (1801) + (-1)” (235351) 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 

x= 0 (1800) + (1)? (23°35) - 53° 8' 
12. 00960 ೫ cot x=x3 


ಸಮೀಕರಣದ ಪದಗಳನ್ನು 61೧ x ಮತ್ತು ೦೦5 x ಗಳೆ ಮೂಲಕ ಬರೆದಾಗ 
1 ne 


sin ೫ sin Xx 


ಅಥವಾ 1 + ೦೦5 x= 13 sinx 
ಅಂದರೆ, 73 sin x- cos x= +1 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು \ (341 ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 
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ಬ ತ COSx=+ . 
2 11 2 ಕಾ 2 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 


ಳಳ 
WE 3 


ಎಂದು ಬರೆದಾಗ ಸಮೀಕರಣವು 


1 7 
ಮತು ೫0೦09 
sin x sin ಎ COS X COS ಹ 

3 ಹ 


7 ಕ | 7: 1 
ಅಥವಾ ೦s ೫೦೦5 —-- sin ಯುಟಿ ರ್ಶನ 


2 
ಅಥವಾ ೦೦9$| x + ತ 
7 ರ್ಷ 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ೩-3 


VB "ams x 
ಇಂ ದ್ರಿ ಡಾನಾ ಣ್ತ 
27 7: 
= ಹಾ ಡಾ / 
ಅಥವಾ «ಇ 2ಗ೧ಗ ೬ ಸ ಸ ne 


ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ ಪರಿಹಾರ. 


2 sin? x + 4 sin xcos x=3 
೦s? x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ, ಸಮೀಕರಣವು 
2 (೩೧೫ x+4tanx=3 sec’ x 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
2tan® x+4tanx=3(1 +tan? x) 


ಅಥವಾ 1೩೧? x-4tanx+3=0 
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ಅಥವಾ (tan x- 1) (tan x- 3) =0 


“tanx=1 ಅಥವಾtanx=3 
ಇಲ್ಲಿ ಆ ೬ 45: ಅಥವಾ 0 ಇ 71%934' 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ ಪರಿಹಾರ: 


x= n(180°)+ 45°, n (180°) + 71°34, ne / 


ಅಭ್ಯಾಸ -9 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ರ ಡಡ 1 
ಬಜ 51೧9 ಎವ ಚಾ ಜಾ ೦೦506 ಎ ಎ ಇಇ್ಟು 
2 ಇ2 
3. 96909 22 4. 4 51೧76 ಎ3 
5. 20009 2೦೦6600 6. sin3x=- —A2 
2 
7. Ssin9x=sinx 8. sin2x=cos 3x 
9. cotx =tan 8x 10. tan2x tan x =1 


ll 1. sin4x-sin2x= sin 6x 

2. cos3x+cos2x+cosx=0 
3. 00924 5009 «ಎ2 

4. 2sin®x-sinx-1=0 


5, sec 0-((3+1)tan0 + ೫3-10 
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24. 


25. 


860 9-1 ಇ (2-1) 1೧9 


2cos30+6cos0+1=0 


COS x+ cos 3x + cos 5x + ೦೦9 7x=0 


x 
sin-—+cosx=1 
2 


tanx + 4 cot 2x+1=0 


, tan0 = 1- sec 26 


1+ sin6=3sin6cos8 
cos x+Y3sinx=1 
sinx-cosx= ೫2. 

tan x+secx=Y3 
2cosx-3sinx=2 


5cosx-4sinx=6 


3 (tan® + 51೧9) = 4 


cose = 3 (1-sin6) 


‘sin76 - 3 cos 49 = sin® 
, ೦೦16 - 18೧9 =2 


sin 1169 $1೧ 46 +sin56 $॥೧ 29 =0 


cos 36 * 8 ೦೦569 =0 
005609 * 9609 ಇ2 12 


560 469 - $59029 =2 
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26. 


೫1, 


28. 


29. 


30. 


2891760 $61೧30 =1 


0೦90 - $61೧79 ಇ 0೦09 269 


1 
0೦99 - sin6 ಇ 
ಇ 


0೦69 4 $॥76 + A2=0 


18೧0 + ೦೦36 2800660 26 +12 
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ಅಧ್ಯಾಯ - 10 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


10.1 ಪೀಠಿಕೆ 


22.41 = 0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಅಗತ್ಯ 
ಮತ್ತು ಶೋಧನೆ ಉಂಟಾಯಿತು. ಜ.2 -1 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಲಿ, ಯಣಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಲಿ, ಭಿನ್ನರಾಶಿ ಆಗಲಿ ಅಥವಾ 
ಅಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಕೆಯಾಗಲಿ ಪರಿಹಾರವಲ್ಲ. ಈ ಗಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಯಾವ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
ವರ್ಗಮಾಡಿದಾಗಲೂ 1-1 ಸಿಗುವುದಿಲ್ಲ. ಇಂಥ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಗಣಿತಜ್ಞರು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ವ 
ಸಂಖ್ಲೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರು. 


ಆಯ್ದರ್‌ (1707-1783) ಎಂಬ ಗಣಿತಜ್ಞನು 1-1 ಗೆ / ಎಂಬ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು 
ಬಳಸಿದನು. ಅಂದರೆ, / ೬1-1 ಮತ್ತು 13.1. ಇದರಿಂದ ಆತನು ಮೊದಲಬಾರಿಗೆ +1 
= 0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದನು: 


೫ನ41 ಎ0 ಮ 202ಎ ಎಗ್ಗೆ... ಹಹ ತು! =i 

ಇದರ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿ ಗೌಸ್‌ (1777-1855) ಎಂಬ ಗಣಿತಜ್ಞ 8-1 ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ 
ಊಹ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಪರಿಚಯಿಸಿದನು. 
10.2.1 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


೩ಮತ್ತು ರಗಳು ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದಾಗ ೩ + 10 ಯನ್ನು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ ೩ಯನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಭಾಗ ಮತ್ತು ರಿಯನ್ನು ಊಹ್ಯಭಾಗ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(ತಂ 
ಉದಾಹರಣೆ: 2 + 7] 4-5, -3/ 5, -೨-:1[3/ 
2 


ಸೂಚನೆ: ನೈಜ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದ ಒಂದು ಉಪಗಣ. 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಒಂದು ಕ್ರಮನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ್ಮ ಎಂದೂ 
ವಿವರಿಸಬಹುದು. 
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ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ್ಮಗಳಾಗಿ ಹೀಗೆ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು: (2,7), (4, -5), (0,-3), (5,0) ಮತ್ತು (%, - 13). 


10.2.2 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸಹವರ್ತಿ ಸಂಖ್ಯೆ 


2883 ಗಿ ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 
23 8- ರಿ ಯನ್ನು 2ನ ಸಹವರ್ತಿ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ : 
z= 247/ 2 =2-7i 
z= 4-5i 2 ಇ 445/ 
ಗ 2 ಇ 3/ 
z= 5 2 = 5 


10.2.3. ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಗಣಿತದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 
(1) ಸಮಾನತೆ : 8/೬ ೦೬/6 ಆದಾಗ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ ೩-೦, ರಾರ 
(2) ಕೂಡುವಿಕೆ : (841) + (c+id) = (840 + i(b+d) 


(3) ಕಳೆಯುವಿಕೆ : (8-1) - (೦1 = (8-0) -.10-0) 
(4) ಗುಣಾಕಾರ : (a+ib) (c+id) = (ac-bd) + i(ad + bo) 


(5) ಭಾಗಾಕಾರ : &*b +b c-id 
೦406 c+id c-id 
°° (ac+bd)+i(bc- ad) 
ಮು ೦2.4 62 
ಚ (ac + bo) ; (ರಿಂ-೩0) 
ಕ ೦೩-6೫ ೦3.4 63 


(6) 2380 ಆದರೆ, 2- 8-0 ಎಂಬುದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
-. zz ಇ (a+ib) (0-10 ಇ (೫.೮) + 1(90- ab) 
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ಅಂದರೆ, 22 - ೫.* ಟಿ, ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 8*` ಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ: 


(0... (243/7 (i) 245/ 
7-71 


(ili) 1 
1+ cos 0 + /sin®@ 


(i) (243) =4+9/?+ 12/ 
=4+9(-1) + 12i 
=-5+12i= (-5) +/(12) 


(1) 245/0 2+5i ನ 747i 
ಜೀ ಲಾ. .27-7೫] 747i 


(14 - 35) + i(14 + 35) 
ಸ್ಯಾ ತ 


-21 + 1(49) 


98 
ಈ | 1 
2 


10099 + 191೧9 


|| 
ಇನೆ 
“| 
ರ್‌ 
+ 


ಸತ 1 _ (140056) - isin 6 
° (140069) 19191. (1+ cos8)- /sin6 


°  1+cos6 — isin® ಡೆ 1+ 0069 - 16/೧9 
(140099)? + (6109)... 142 0099 + 0೦536 + $/೧30 
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1+ cos0 - 16106 
242 0090 


1+ 0096 151೧6 
2 (140059) 2(1+ ೦೦59) 


1 / 0 0 6 
— -—2sin—cos—/2 cos — 
2 ) ಇ ಣೆ >| 


itan p 
2 


Cy ಶ್‌ 2... 


ಇ. ಸಸ ಚಗ)ಿ ಆದರೆ 24+ 2 "ಮತ್ತು 22 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2-1 
ಸೈಜು (1-1 ಸತ _ 3-4 + ಟಾಕಿ | —1+ # 
2-1 2-( 2-1 
ಸ ಜು 241 
ಆಂ ಹ 24 
_.. (-2-7)) +i (4.1) 
೯ 4+1 
ಅಂದರೆ, z= prc nd 
5 
- -9 - 13/ 
2 ಕ್‌ 
5 
— 9 9 18 
ಆದ್ದರಿಂದ, Ty 
ರ 2452 ನ ೭ 5 
ಹ ತ್ತ ಸತ ಹ್‌ i KO. ' 2 
ಸ 3/ ಡ 9 + 13; ಡೆ (-9) (13) 
5 5 25 
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81 + 16 250 
- 81+169 _ 250 e ;' 


25 25 


10.3 ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿರೂಪಣೆ - ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಮತಲ 


(ಅಥವಾ ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ) 

ಮಿಶ್ರ ಊಹ ಸಂಖ್ಯೆ 2= (8, ರ) ಯು ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
ಇದನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತದ ಪದ್ಧತಿಯಂತೆ ಒಂದು ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ಗುರುತಿಸಬಹುದು. 
ಇಲ್ಲಿ x-ಅಕ್ಷವನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಅಕ್ಷವೆಂದೂ, ೪-ಅಕ್ಟವನ್ನು ಊಹ್ಯ ಅಕ್ಷ ವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೂ, ಊಹ್ಯ 
ಭಾಗವನ್ನು ಊಹ್ಮ ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೂ ಅಳೆಯುತ್ತೇವೆ. ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಗುರುತಿಸಿರುವ ಈ ಸಮತಲದ ಹೆಸರು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಮತಲ (ಕಾಂಪ್ಲೆಕ್ಸ್‌ ಪ್ಲೇನ್‌) ಅಥವಾ 
ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ. 


ಚಿತ್ರ 10.1 


z= x+ ಗ/ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ P(x) 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಗುರುತಿಸಬಹುದು (ಚಿತ್ರ 10.1) 


10.4 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪ (ಪೋಲಾರ್‌ ಫಾರಂ) 


ಮಿಶ್ರಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 25 (೫,೪) ಅನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ P(x,})) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು ಸೂಚಿಸಲಿ. ಆಗ ಗಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್‌ ನಿರ್ದೇಶಕ ಯುಗ್ಮವು (೫,೪) ಆಗುವುದು. 
ಮೂಲಬಿಂದು ೦ ಮತ್ತು ಗ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. ೦P ಯು ೦Xನೊಂದಿಗೆ 8 ಎಂಬ 
ಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸಿರಿ. ೦೧ = 7 ಎಂದಿರಲಿ.. ಆಗ, (ಗ 9) ಯುಗ್ಮವನ್ನು ಧ್ರುವೀಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಜ್‌ 


ಚಿತ್ರ 10.2 
ಚಿತ್ರ 10.2 ರಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿರುವಂತೆ 
೩ 21/0069 ಗತೆ! 
ಎ 151೧9 ಕ್ಸ 


(1) ಮತ್ತು (2) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ವರ್ಗಿಸಿ ಕೂಡಿಸಿದಾಗ 
೫24/22 1?00679 /? 81೧6 
ಅಥವಾ x?+ y=? 


ಅಂದರೆ, r= Ax + ಖೆ 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು 2ನ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅದನ್ನು |2೫ ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. | 


ಷಾ 


ಧ್ರುವೀಯ ಕೋನ 6ದ ಬೆಲೆಯನ್ನು 00686 ಎ ಮತ್ತು sin’ = ಗಳಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 6 ವನ್ನು 2 ನ ಕೋನಾಂಕ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು 
9 ೬೩10 2 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ಈಗ 2 ಇ 3%/1/ ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 2 =r (೦೦56 + %1೧6) 
ಎಂಬುದಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ರೂಪ ಅಥವಾ ಧ್ರುವೀಯ 
ರೂಪ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಸೂಚನೆ : ಕೋನಾಂಕವಾದ 6ದ ಬೆಲೆಯು - ಇ ಮತ್ತು ಇ ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಅಂದರೆ, - 759 57. ಇದನ್ನು ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕೆಳಗಿನ 
ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ಕೋನಾಂಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸುಲಭವಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, sin 6 ಇ + ಹ ಮತ್ತು ೦೦5 9 ಇ - ದ ಇರಲಿ. ಈಗ, 


5179 = * ಇರುವಂತಹ 6ದ ಲಘುಕೋನ ಬೆಲೆಯು _ ಎಂಬುದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಈ 


ಕೋಷ್ಟಕದ ಪ್ರಕಾರ, ಕೋನಾಂಕವು 1-೩ -೫-ಫ್ಲೌ- -5- ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) -1* 113 li) 1+i (iil) -1-i 


143i 
(|) 1 +iN3 = 1(006 6 + /sin 6) ಎಂದಿರಲಿ. 


" 100580 =-1 ಮತ್ತು 761792 13 
ಇವುಗಳಿಂದಾಗಿ 1? (-1)” + W 3) = 4 ಅಥವಾ / ಇ 2. 


೦೦59 ಇ- 1 ಮತ್ತು sin 6 = ಬ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೧ ಎ 5 
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271 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ 1 ೬ 1/೬ 2 ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕ ೩10 2೬ 7 


MT 1 3i 


14/3; 1 3i 
(1413-11-13) 
ಕ 148 
ಎ 143 43) 
ಷ್ಟ 4 4 
ಅಗ್ಗ +i 1-13) ose + 15179) ಆಗಿರಲಿ. 
ಆ ಜಾಕ್‌ ಲ್ಪ eS 
ಣ 4 ಮ 4 
2 2 
4 4 

ಅಥವಾ SNE HII _17 

16 | 2 
ಅಥವಾ = | 

{2 
Wik MAE /3 +1 
ty 242 
{2 
ಮತ್ತು sin 9 ಹಾ. ಪತ ಮ 3-1) 
4X ದ 22: 
2 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಕೋನಾಂಕ 6 -- 15° 
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(11) -1-/ಇ ( (0೦56 + 161೧9) ಎಂದಿರಲಿ. 
ಇಲ್ಲಿ, 10೦59 ಇ -1 ಮತ್ತು sin’ =-1 
೩. (₹22 ಅಥವಾ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ r= 12 


ಸ ಷಿ 
ಈಗ, ೦೦59 = ಮತ್ತು sin = 
2 2 


2 wi 
——್‌ ಅನ್ನು ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


1-1 11 141 
ಈಗ, ಜಾ ಜ್ವರ್ಷ - ಘೂ ಊರ೯27-ಇ5 ೬ 
1-/ 1-/ ೆ 1+1/ 


112. 2/ 21 
ಭರತ ಹತಾ 
ಈಗ, /ಇ 04 11 =r[cos® + 151೧6] ಆಗಿರಲಿ. 

ಇಲ್ಲಿ, 10೦59 ಇ 0 ಮತ್ತು 16/0921 
೧13೬ 1 ಅಥವಾ 1೫1 


ಈಗ ೦೦59 =0,sin6 =1.. 6= ಕ್ತ 


2 
2 7: ಇತ 
”“1=1|cos -- +isin— 


py 
ರ ಯನ್ನು ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
6i 6i 343 
ಈಗ ಎಸಿ 
ಷ್ಟ ರ್ಯಾ. 
—18/ + 18/3 
| 949 
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-18 -18/ 
18 


=  —1-i 
ಈಗ, -1 - i= r(Cos6 + 16109) ಆಗಿರಲಿ. 
ಇಲ್ಲಿ, ೧1೦೦56 ೬ -1 ಮತ್ತು 181೧9 =-1 


2. 1=2 ಅಥವಾ ಇ 12 


|= 


ಈಗ, ೦೦59 ನಭ ಮತ್ತು 5179 ಇ- 
2 


2 
7 
ಶಿ 
ಷ್ಟ 37 
ಜ್‌ | 
ಅಂದರೆ, -1-/= 12 [eos (- 3 + isn(_ ol 
| 4 4 
241 


Uu+iv= ಮತ್ತು 2 ಇ x೬/y ಎಂದಾದರೆ 
ಟ ಮತ್ತು ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು x ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


24/1 


ಈಗ, ಕ ತಾನಾಜಿ 
KA (x+i)+3 


x 241 
(13) * // 


ನ 241 (4-3) - iy 

Ky ಗಾ) 

204 39+y+i(x+3-2y 
(x+3)% + y* 


ಅಥವಾ ಟಃiv= 
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_ 2 (4-3). / _ (4-3) -2)/ 
ಚೂ (4-3). ) ಇತ ದಳ (1-3)? + )" 


5, 23841 ಆದರೆ 22 128 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, 22 = (a+ib) (೩-1) 


=82+bp 
= 171? (ಏಕೆಂದರೆ 17ಎ ೫ ಣಿ) 


6. 2z=೩+bಆದರೆ।ಸೆ -।2 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ ಎಸ ೫4ರ ಮತ್ತು 2=a-ibh id= #4 
~. IZ =1Z 
7. ಪೈ ಡ್ಯ * ಓ್ರ್ರಮತ್ತು ಪೃ ೩+ ಗೃ. ಆದರೆ 12. ಪೈ! ಇ 12/12! 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, 2.೭ (ಡೃಡ್ಠಿ-ರಿಿರಿ) + 1(8 ರಿ ಡಿರಿ) 
ಇ |2/ |2| 
8, 2 ಮತ್ತು 2, ಎಂಬುವವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಕ್ಶ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 


amp (2, 2) = (Amp 2) + (amp 2) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, ೭2 =, [c0s®, + /sin8,] 


ಮತ್ತು ಪ ಇ ಗೃ [೦೦56ೃ + 161೧6) ಆಗಿರಲಿ. 
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2೭ ಗ(|[೦೦೩6,41 sin8,] [cos6, + i sin6,] 
= r,1,|(cos6, c0$9,-sin®, $176ೃ)*1(೦೦56, sin8,+sin6, cos8,)] 
=1,1,[cos (8, + 6,) + isin (6, + 8,)] 
“: ampz z= 0,+6,= (amp 2) + (amp 2) 


ಸೂಚನೆ: ಈ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ೧ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಶ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ 


(i) (೦೦56 + 15179) (೦೦56  * i sin8,) .... (೦೦56, + 151೧9) 


=c0s(0,+60,+...+0) +isin(0,+6,+...6) 


4): 12 ್‌ 


AAA 
(11) amp (z 2... 2) =amp z+ amp Z+..+ampz 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


10.5 ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 
(1) ಕೂಡುವಿಕೆ (2 + 2): | 
P(x, )/) ಮತ್ತು ೧(% |) ಎರಡು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ 

ಈಗ, 2, =x +1, ಪೈ ಇ ಸೃ ಗ ಆಗಿರಲಿ. 


OP ಮತ್ತು ೦೧ ಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ, ೦Pಗ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು 
(ಚಿತ್ರ 10.3 ರಲ್ಲಿ) ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿ. ೦ಗಮತ್ತು PQ ಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. ವಿಕರ್ಣಗಳಾದ 
೦೧ ಮತ್ತು ಗಿಟಗಳು ಅ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಈಗ, 5ಬಿಂದುವು ೧೦ ವಿನ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುವಾಗಿದೆ. 


ಜತ ಟ್ಟ K+», | 
೨ ಸ್ಯ, ಶೈ 


ಆದರೆ 5ಬಿಂದುವು ೦ಿಗ ನ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು ಕೂಡ ಆಗಿದೆ. 


i* Xo 


ಈಗ, ೦ 3 (0,0) ಮತ್ತು sa[: ನ ಬ ಆದುದರಿಂದ 


Rs (x + Xx, /* Y) 
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ಅಂದರೆ, 0 ಬಿಂದುವು [(x, +) + 10/3*೫)]ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ಗ ಬಿಂದುವು 
(2,*ಪಿ) ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ೦”, ೦೦ ಮತ್ತು ೦ಗಔ ಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 12/12! ಮತ್ತು 
|z, +2 ಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 


(1) ಕಳೆಯುವಿಕೆ (2-2) : P (೫,೪) ಮತ್ತು ಲಿ (ಸ, 1) ಎರಡು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ ಮತ್ತು 2 = x+y, ೭ = + ಗೈ ಆಗಿರಲಿ. ೦ಗಿಗಲ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ಪುರ್ಣಗೊಳಿಸಿ. ಗ ಬಿಂದುವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆ 2 
ನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ10.4). ಈ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶ (1) ರಿಂದ ನಮಗೆ 2 ಪಿಇ 242, ಎಂದು 
ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಇ 2ಇಪೈ-2, 
ಅಂದರೆ ಔಬಿಂದುವು ೭ - ೭, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ಗ೦ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಔ' ತನಕ ವಿರುದ್ಧ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಅಷ್ಟೇ ಉದ್ದಕ್ಕೆ ವೃದ್ಧಿಸಿ. ಅಂದರೆ, ೦ಗ= ೦ಔ' ಆದ್ದರಿಂದ 
R' ಬಿಂದುವು ೭2-೭್ಮನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


(i) ಗುಣಾಕಾರ (2.2): 
P (x,y) ಮತ್ತು ೧ (ಇ ೫) ಎರಡು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ. 
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zZ=x+iy,=r,(cos6, + 15/೧0) 

ಮತ್ತು ೭+ [ಇ 1,(C೦$6, + / $in8,) ಆಗಿರಲಿ 
೦೧. 1, LXOP=6, 

O00 =r, (X00 = 6, 


ಮತ್ತು 0A = 1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. AP ಯನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ (ಚಿತ್ರ 10.5) 
480೦೦೬ :೧೦%- 69 ಮತ್ತು ೦೦೧. ೭೦ಡPಿಆಗಿರುವಂತೆ ೦೫೦ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು 


ರಚಿಸಿ. 
ಗ OQR lll A® OAP 


‘OR 00 


OR ೦೦ 
ಅಂದರೆ, ಭ್‌. ಧಿಕೊ) 


ಅಥವಾ ೦ಗ = OP.0Q 

ಅಥವಾ ೦ಔ =. 

ಮತ್ತು ಸZROX= 2AO0Q+ Z2QOR= 6,+6, 

ಆದ್ದರಿಂದ, ಗೆ ಬಿಂದುವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆ ೭.೭ ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


1 
(1/) ಭಾಗಾಕಾರ 212 (ಪೃ 0): 


P(x ,y,) ಮತ್ತು ೧ (ಒ,೪,) ಎರಡು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಶ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ. 
2, ಇ ೫1/5 ಗ (೦೦56, 161೧6) 
ಮತ್ತು = + 1೪,= ಗೃ(೦೦56ೃ + 16/76) ಆಗಿರಲಿ. 
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ಚಿತ್ರ 10.6 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 
೦4 ೬ 1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ ಮತ್ತು 4 ಮತ್ತು ಲಿ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. 
OP=r, 4೫ಛ೦ಿ೧ಿ- 69 ಮತ್ತು ೦೦ ಇ ಗ, (X೦೦ = 6, ಆಗಿರಲಿ. 


4.೧೦ /೧ಲಿ4 ಮತ್ತು /೦00- /040 ಆಗುವಂತೆ ೦೧೧0 ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು 
ರಚಿಸಿ. ಆದ್ದರಿಂದ 


ಡಿ ORP Ill ಗ" 040೦ 


OR OP 
OA 200 
OR OP. , 
ಅಥವಾ ಸಾ ಸಾ 


LROX= LPOX- LPOR= 6, - ಕ 

ಅಂದರೆ, ಔನ ಕೋನಾಂಕವು 6, - 6, ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಹಾಗೆ ಗ ಬಿಂದುವು ಸೂಚಿಸುವ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಲನ 
ಮತ್ತು ಅದರ ಕೋನಾಂಕವು (6, -8,) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ಗ ಬಿಂದುವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಶ್ಮ 


4 
ಸಂಖ್ಯೆ ಹ ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
2 
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10.6 ಡಿಮೋಯ್ವರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯ 


(| ಗಿ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದಾಗ 
(೦೦59 + 181೧9)” ಇ ೦೦509 * 16/೧ 09 
(1) ೧ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾದಾಗ 
cosn8 + 191೧79 ಎಂಬುದು (೦೦59 + 181೧6)” ನ 
ಬೆಲೆಗಳ ಪೈಕಿ ಒಂದಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಸಾಧನೆ: 
(1) ೧ ಒಂದು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಈಗ, ಡಿಮೋಯ್ವರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ. 
(೦೦59 + 15179)” ಎ ೦೦8/09 + 161೧೧6 ನ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬೇಕು. 
೧೬ 1 ಆದಾಗ ಸೂತ್ರ (1) ಸತ್ಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 
(೦೦59 + 51೧9)' = ೦೦56 + 161೧9 
ಈಗ ಗ - 17 ಎಂದಾದಾಗ ಸೂತ್ರ (1) ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಅಂದರೆ (೦೦59 + 16179)” ಎ ೦೦5/79 * 19೧೧ರ... (2) 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಎರಡೂ ಕಡೆ (೦೦59 + 1 sin) ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


(೦೦56 + 15179)”. (೦೦59 + sin6) | | 
= (cosn® + isinn®) (೦೦೨9 + 14179) 


ಅಂದರೆ, (೦೦59 + /sin®@)™! = cosn® ೦೦59 + /2 sinn® sin® 
+ | (೦೦9/79 sin9 + 51೧779 cos6) 


ಅಥವಾ (೦೦59 + /sin8)™*'! = (cosn®@ ೦೦59 - sinn® cos6) 
+1 (51೧/1779 ೦೦56 + ೦೦5/77 sin6) 


= Cos (M+1)8 + isin (m+1)8 


ಅಂದರೆ, (1) ಸೂತ್ರವು ಗ - ಗ*1ಎಂದಾದಾಗ ಕೂಡ ಸತ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ 
ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ 
(೦೦59 + 159176)/ = ೦೦5/9 + 161೧/೧9 


ಫಲಿತಾಂಶವು ಎಲ್ಲಾ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಸತ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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(1) ೧ ಯಣಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. 
ಗ = -m ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ ಗ ಒಂದು ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ. 
ಈಗ, (೦೦59 + 15176)” = (೦೦59 + /51೧6)-” 


1 
(೦೦56 + / sin6)” 


1 
೦೦6/79 + 191೧779 (, Mಧನಾತ್ಮಕ ಸಂಖ್ಯೆ) 


1 ಸ ೦೦6/79 - 151೧/7730 
೦೦೨/79 + 191೧/೧70 ೦೦9/79 - 1591೧/7709 


೦೦9/79 - /51೧/779 
೦೦೨1/79 + 85/೧1/7709 


= cosn® - 15/೧779 
ಷಾ cos (—-mB) + isin (—-m) 
ಷ್‌ ೦೦೨/9 ಸ 151೧೧069 [.'-ಗ)ಎ/] 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಗ ಯಣಾತ್ಮಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದಾಗ 
(೦೦59 + 151೧9)” = ೦೦58/79 + 151೧/೧9 
(11) ಗ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾಗಿರಲಿ 
nls ಗೆ ಆಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ 0 ಮತ್ತು 4 ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿವೆ ಹಾಗೂ ೧ ವ್ರ ಧನ 


ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. 


0 
ಈಗ, 005 3-64 16/೨ 0] =cos a2. + isin 0” 
q q q q 


= 0೦6/06 + 191೧/00 (ಫಲಿತಾಂಶ (1) ರಿಂದ) 
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pe 4 
ಅಂದರೆ, | cos — 0 + isin— 6] = (೦೦59 161೧6) 
q q 


(ಫಲಿತಾಂಶ (1) ಅಥವಾ (1) ರಿಂದ) 
ಈಗ, ಎರಡು ಕಡೆಯಲ್ಲೂ ೧ನೇ ವರ್ಗ ಮೂಲವನ್ನು ತೆಗೆದಾಗ 
p p p/q 
[os ನ್ಯ 0 + isin Ki 0 (೦೦59 + 151೧9) ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ ನೇ ವರ್ಗಮೂಲತತೆಗೆದಾಗ €ಗಳಷ್ಟು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿರುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, 
(೦೦59 + 1 sin6) ಹ್‌ ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬೆಲೆಯು ೦೦5 ಕ 0 + isin _ 6 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಸೂಚನೆಗಳು: 
1 


| ಗ=-1 ಆದಾಗ (೦೦59 + 19109) = ———— = 0೦59-16109 
(1) ( ಸಗ ೦೦೨59 + / 51೧9 


(i) (೦೦56 - 189179)” = [೦೦೨ (-96) * isin (-6)]” 
= Cos(-n8) + isin (-n 6) 


= 0೦೨/9 - 151೧/೧9 


(iil) (61೧9 + /೦೦59)” x $1೧೧69 + 1೦೦೨/06 


n 
ಆದರೆ, (6179 + 1೦೦೨59)” Jed -) + isin G — ) 


= 006/0 9+ isinn 
ಈ ವ್ಯಾ 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿ 


(1) (Cos@ - /$1೧9)1'0 
(೦೦56 + 181೧9)'2 
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ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಸರಳಗೊಳಿಸಬಹುದು: 


[cos (-9) + isin (-6)]9  [(cos8+isin9)y'] 
(೦೦56 + isin)? ..... (೦೦56 /6/೧6)'2 


_ (0089 * 16/೧6) 


ಹಾಫ್‌ = (೧೦59 + /5೧6)*5 


= 0೦5226 - /5॥೧229 


ಜ್‌ 37 ಕಟ್ಟ pe 
೦೦6 —— 

(il) ೦ > + isin > 
= 0೦6 ಮು + isin - pe = 0೦97 + iSinn = 
Ks ಜಳ ಮಾಡಿ ಮು ಚ 


(11) (೦೦826 - /51೧26)” (೦೦836 + /51೧36)7 
(೦೦546 + /51೧49)' (೦೦556 - 161೧56) 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಸರಳಗೊಳಿಸಬಹುದು : 


7 -5 


| (೦೦5694 / ೪೧03] | (cose + 151೧0) | 
| (0059 +1 9110), [0೦59 +1 sin6)5] 


°° (cos8+i/sin8)y"* (೦೦56 + 16/೧6) 
(೦೦66 + 161೧6)% (೦೦50 + 16/70) 


°° (0089 * 16/೧6) 
`` (0069 + 161೧9)7* 


(೦೦569 + 161೧9) 


(೦೦59 + 151೧6)-197 


cos 1076 -—/sin 1076 
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2. | 1491೧6 + 10090 las is Bh ಗ ಸ 
ಓ ಇ ಕ್‌ ಹ್ಯೆ | ಆ | 2 ಇ | 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, $51೧76 + 1008 ಇ 2ಎಂದಿರಲಿ. 
1 
ಆಗ, sin) - /c೦sh = ರ ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಕ ;್ಯ a n 
1+sin¢ + 10060 152 


| ಕ 1 
1451೧6 - 10060 1+ ಅ 


ಎ ಗ rs ; ಗ್ಯ 
ಹ = (sind + 10090) 
7 ಆ 8 
= osf5--6 }isn(2-6) 
ಎ05 (1 3 -n)+ isn ಸಸಿ 


20066 ಎ೫4 ಮತ್ತು 2೦s) = ಜ್ಯಾ ಆಗಿದ್ದರೆ 


(1) 7 )/ ಷಾ = Cos (179 + ೧0) 
WAM ye ಚ 

ಗ ಕ = 2009 (179 - ೧ಥ) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, 20099 ಎ + 


. 230099 ಇ «(24 1 


ಅಥವಾ «2 - 20೦೦59 * 120 
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20099 + 1% 4009834 
2 


c0s6 ೬ V-sin6 


ಅಂದರೆ, x= ೦೦59 + /sin® 


ಈಗ, x= ೦೦56 + /sin®@ 
ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 
y= cosh + 161೧0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
' ೫7 ಇ (೦೦59 16109)” =cosn® - 150೧ ೧0೪. ...(1) 
ಮತ್ತು 7? ಇ (೦೦56 + 191೧)” =cosnp + 151೧೧ಥಿ . .... (2) 
ಮೇಲಿನ (1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡಾಗ 
(1) ೫೩7 )/? = (cosn® + 151೧779) (೦೦5೧೪ + 15/೧0) 
= ೧ 0೦9 (1779 +n) + isin (೧09 + ೧6) ... (3) 
ಹಾಗೆಯೇ, ವಾ್‌ = ೧ 0೦9 (779% ಗಿ) - isin (nh + ಗಛಿ) .... (4) 
(3) ಮತ್ತು (4) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


= 2005 (179 + ೧0) 


hd ್ಯೌ 
೫7 _ ೦೦97೫ - 15೧೧೫ 
y”  ೋಕೈಾೈಾ್‌ೈ 
= (006/79 + 151೧779) (೦೦5/೧ - 151೧/೧0) 


[(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ] 


(೦೦9/79 + 151೧/0779) [(cos(-np) + 151೧ (-ಗಿ)] 


cos (mM - np) + isin (೧779 - ೧0) ೬1೮) 


y" _ ೦೦5/0 1651೧೧0 


ಹಾಗೆಯೇ, mg Rg ಡ್‌್‌ EER. ತ 
| 0೦9/79 + 151೧/1770 


= Cos (ಗಥ - 779) + isin (೧ - mh) 


= Cos (779 - np) - isin (೧79 - ಗಥ) ... (6) 
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(5) ಮತ್ತು (6) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


ಹ + ಭೋ 2cos (೧79 -ಗ$ಿ) 
y n Xx m 
ಗ ಯಾವುದೇ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 


2 + 1 ೧7 
(141? + (1-ಗ್ರಿಗ ಎ2 cos ಗ್‌] 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, 1+/= r (೦೦59 + 161೧9) ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ, ೧12 ಮತ್ತು 6- 


7 7 
- 1+i=- A 2lcos —+ isin — 
+i | ke 


ಡಿ ಹ ಈ n Ke 
(1+) = ೧/2) [ತ] = (2) [eos + isn 
2 


) 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 


(1-)” = WZ) [eo ೨1೫೧ = (| ಎ ಸ ಹ ೧ 
| ಈ 
(1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


(14)? + (1೨). ಎ2 02 cos 
= 2೧೨1 ಕಯ ಅಂಕ 
4 
(1+iN 3 + (1-iN 35 = 32 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, 1+ / 13. = (0೦56 + 16170) ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ, ೨2 ಮತ್ತು 8-5: 
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Sik 5 
~ (14/13)" = 25 [oo isin ಡೆ 


ಇ 25 ಚ + a 
3 3 (1) 


ಕ, WR 
(1-113) ೫ 5-~ [sin 5 ಷ (2) 
(1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


(14/13). (13/13)5 22.25 0065 5 


7 
ತ್ಸ ( 
೫ 0 ೫೫ | 


7 
2. cos — 
3 


1 


~~ =2=32 
2 
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0 ಮತ್ತು ಗಳು x5-2%x+4 = 0 ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾದರೆ 


7 
07. 0? =2"' 0೦9 ಗಿ-ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


3 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವರ್ಗ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
ಕಾ 2೬14-16 
ತ್ತ 2 
212 
ಅಥವಾ x- 5 ಎ1 (3 


ಅಂದರೆ, 0 ೬ 14 113 ಮತ್ತು 813113 ಆಗಿರಲಿ. 
ೆ ಸರ. ಚಟಕ ಈ HL a? = 27 005 7% isin ೧೨ 
ಹ 3 ದಿ ಸ್‌ 3 3 
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FE (80. ph ಇ 21 06 ೧೨೨/೮ ೧೨ 
ಮತ್ತು 0 ಇ2 0067-100೫ ವ ಸ್ವ ಸ 


7 


7 
೦0 +f” ಇ2.2' 006 ಗಿ ಸ ಯ (ಐ ಸ 


cosa + cosh + cosy = sina + sinp + siny = 0 ಆದರೆ 
(1) cos?0 + cos?B + cos?y = sina + sin B+ sin? y 
(1) cos2a + ೦೦620 + cos2y = 51೧20: sin28 + sin2y = 0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, cosa + ೦೦೨0 + cosy =0 
ಮತ್ತು /(sinu + sin + siny =0 
-. cosa + ೦೦50 + cosy + i(sina + sin +siny) =0 
ಅಂದರೆ, 
(cosa + 161೧0) + (೦೦೨0 + isinB) + (cosy + isiny = 0... (1) 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 


(cosa - 151೧0) + (೦೦50 - isinB) + (cosy - isiny =0...(2) 
ಈಗ, x೬y+2= 0 ಆದಾಗ (4-2 ಎ0 
ಅಥವಾ *+ ¥ + 2. 2xy+ 2/24 2220 A 
1 1 1 
ಹಾಗೆಯೇ ++ — =0 ಆದಾಗ 
Xx y 2 


24 ZX + XY 
ಸಾ ಾಾಾಾಾನನಣಾ 
0/2 


ಎ0 


ಅಥವಾ xy+yz+ zx=0 ೬೬೬ (4) 
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ಫಲಿತಾಂಶ (3) ರಲ್ಲಿ (4) ನ್ನು ಬಳಸುವುದರಿಂದ 
x?+y?+2°+2 (0) 20 


ಅಥವಾ x+y +2°=0 


1 
ಈಗ x=cಂsa + 191೧0, p cosa - i sina 
i 1 ತ್‌ 
y = cosh + 161೧), ನ = cosh - 161೧0 
ತು 1 A 
z= cosy + isiny, ಜು cosy - isiny 


ಆಗಿರಲಿ. (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 


x+y+z=0 


೫2.4 ॥/2.4 2ೌ20 


ಅಂದರೆ, (cosa + 191೧0)? (೦೦50 + 151೧0)? (cosy + 16/೧1 ಎ0 
ಅಥವಾ (೦೦$20--191೧200) + (೦೦820-151೧20) + (೦೦521-151೧21) = 0 


ಅಥವಾ (೦೦920 + ೦೦520 + ೦೦521) +/ (sin2o. + sin28 + sin2y) =0 


" ೦೦520: * ೦೦820 +cos2y =0 


ಎಸ 6. 
ಮತ್ತು sin2a + $51೧20 + sin2y=0 


.... (50) 
ಫಲಿತಾಂಶ (58) ಇಂದ 


(೦೦60 - $1೧200) + (cos? B - sin?B) + (cos?y- $[೧ಶ/ = 0 
“. cos?0.+ cos? B + cos?y = sina + sin?B + sin”y 


X= ೦೦56 + 16179 ಮತ್ತು 1 1-0 ೧೦-1 ಆಗಿದ್ದರೆ 
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0 1 

=— (134100 (TE 

1+c cos 6 5; ) | 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, ೫1-60 =nc-1 
. 1-0 =(nc-1? ಇಗೆ041-2ಗ0 


ಅಥವಾ 270 ೬ ಗ" 0-0 


ಅಥವಾ 20 ೬ 0 (0೧.1) 
ಥವಾ 1 1.01 (1) 
ಅಥವಾ ಶಾ (1.17) ದರ 


; | 
ಈಗ, x+ ಎನ್ನ (೦೦59 + 191೧79) + (೦೦59 - 161೧9) = 20099... (2) 
CG n ತ n 
ಈಗ, sp (+n) 12] ನಾ (+ ene ಗ) 


ಸ ಸಗ (6 ಎ] 
20 X 


ನ k+r2 + 7 (20069) | (2) ರಿಂದ] 


0 
[1.71 - ೦೦೦960 
ನ! +] + 


1+c cos6 [(1) ರಿಂದ] 


10.7 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಘಾತ ಮೂಲಗಳು 
z= a+b ಎಂಬುದು ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. 
ಈಗ ನಾವು ೭2" ಎಂಬುದು ೧ ಭಿನ್ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


z= r(C0s6 + 191೧6) ಎಂದಿರಲಿ. 
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“29 2119 (೧೦66 *161೧6)''9 
ಈಗ, ೦೦ (2nn + 9) = ೦೦69 
ಮತ್ತು sin (277 + 9) = 61೧9 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
”. Z% ೬119 [cos (207೫ + 6)+ isin (2೧7 + 9]''9 
ಡಿಮೋಯ್ಟರನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
[cos (277 + 9) + isin (2nn + 6)]"% ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯು 


2mm +6 2m +8 
AMET TT + isin ಇರ್ತಾ” ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ೧ ೬ 0,1,2... 0-1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ 


z=! ಆ ಗ), j sin (ರ್‌ eek (1) 


ಎಂಬ 4 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


(1) ರಿಂದ ೩*/b ಯ 4 ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಅವುಗಳು 
ಯಾವುವೆಂದರೆ 


n=0: 74 SP, 
q q 
n=1: 7/4 ಚೆ ಆತಾ ಮಸ ಹ] 


Ned cos (3) isn (52 ಲ) 
q 
n=q-1:7"4 os -36:ಘ52 ಮ + isin ಹನಿ 
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ಫಲಿತಾಂಶ (1) ರಲ್ಲಿ ೧-4, 41,.... ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಮೇಲಿನ ಬೆಲೆಗಳು 
ಪುನರಾವರ್ತನೆ ಆಗುತ್ತವೆ. 


ಹೀಗೆ, (841) ಯ 0 ಮೂಲಗಳನ್ನು ಸೂತ್ರ (1) ರಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. (1-/13)'*ರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, 131113 ಎ (0099 + 16109) ಎಂದಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ, 1 - 70೦66 ಮತ್ತು -A3=rsine.-. r=, 0=—— 


1೨/13 2 eC) ಈ ran( 3) | 
ಅಥವಾ 1-/13=2 [os (gm) + "6 _ a) 


ಕಾ 1/5 
ಎ (111315 ಎ 1 A + isin (or 3) 
= 2" [cos 2m-3- +/ sin ಇರ | 
5 5 


na, 34 
6mm -—n 6nn -n 
cos 7ನ + Isin ಸಾ 
nN=0,1,2 34 


ಈ ಬೇರೆ ಬೇರೆ 5 ಬೆಲೆಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


7 7 
ಎ0 ; 21 ಸ 161 ( ತ್ತಿ 
1) os ಸ ISIN 15 | 
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57 57 
ಚಟ 22 ಇರ #&isin— 
7 2 [on 7 i Sin | 


117 117 
ಗಿಇ2: 2% ಅಸಾ Sin ಜ್‌ 
| 0s ಗ್ಗ + isi T= 


177 177 
ಇಡಿ: 215 Ca ಹೆಡೆ ಎ ಟಂ 
nಗ=3:2 [on ಸ + isin ತ್ತಿ 
ಗಇ4 :2'₹ EN. 

15 1 


(8/)"3ರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈಗ, 8/ =r (c೦$s8 + 19179) ಆಗಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ, 0 ೬ 10೦56 ಮತ್ತು 83/76/79 .. (ಐಡಿ, 0=— 


7 7 
ಆದರಿಂದ, 8/ = —+isin— 
ರ i | 9 ಕತ 
7 ಸ್ರಿ 7 
ಅಥವಾ 8/=8 [oos(erm +5) + 150೧ (2೧7 *2)] 
ಲ 7 7 1/3 
“. (8/)'? = 8'?|006ಟ 2mm + + isin [2mm + ತೆ 


ಗಿಎರಿ,1,2 


ಎ2 os ಕ್‌) | 
ಸ ಬ್ರ 4 6 n=0,1,2 


ಈ ಮೂರು ಘನಮೂಲಗಳ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


ಕ ಹೋ ಗ್‌ J! ನಗ] KS 
೧೨೦: 2k) isn) Bo 2]- 5 


57 571 ಇ 1 — 
=1” Re SS ep We 
ಗ | ನ್ವ 156/೧ ಘು 2 > “(3 ಬಿ |] 
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ಗಿಇ2 ee 


೫), isin (೨ 2 (0/1) ಇ -2i 


ಆದ್ದರಿಂದ, ೫834 | -1೪3 + /ಮತ್ತು -2/ ಇವುಗಳು (8/)'3ರ ಬೆಲೆಗಳು. 


3. ೨ 13-/ ಯ ಘನಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇವುಗಳನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ 
ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಗುರುತಿಸಿ. 


-A3-i =r (೦೦56 + 16179) ಆಗಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ, 10೦99 = 3 ಮತ್ತು 151೧9 = -1 


7 ೨7 
ತ fee 9-3 -—)-- ಸ. ವ 
6 6 
ಆದ್ದರಿಂದ, - Y3-i= 1 + isin ಆ) 


ಕ 5 1/3 
(NAT) ಇ 2183 [eo (om — 5) + isin er 33 | 


n=0,1,2 


12 —5 
= 213 2 [eo ಕ isin [ee ಬ 
33 ಸಣ 5n 

=0: 28 ಘಾ A 

fae ©“ | (ಕ್ಲಿ + 16೧ (5) 
7ಗ 77 

ಜಗ್ಗ ಗ್‌ — 

n [oo +isn | 


19 19 
೫ 23 ತಗ [sie ಸ 


ಈ ಮೇಲಿನ ಮೂರು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಹೀಗೆ ಗುರುತಿಸುತ್ತೇವೆ: 
2" ತ್ರಿಜ್ಮವಿರುವ ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ರಚಿಸಿರಿ. ಇದರ ಕೇಂದ್ರ ಲಿ ಆಗಿರಲಿ. ಕೇಂದ್ರದಿಂದ 
3 ಸರಳ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ. ಈ ರೇಖೆಗಳು - ಅಕ್ಬದೊಂದಿಗೆ -5%/18, 7%/18 
ಮತ್ತು 191/18 ಎಂಬ ಕೋನಗಳನ್ನು ರಚಿಸಲಿ. ಈ ರೇಖೆಗಳು ವೃತ್ತವನ್ನು 0, ೦ ಮತ್ತು 
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ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. ಈಗ ೧,0, ಮತ್ತು ಬಿಂದುಗಳು (-13-ಗಿನಘನ ಮೂಲಗಳನ್ನು 


ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. ಇಲ್ಲಿ 


27 


ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿಬೇಕು. ಅಂದರೆ, P೦ಗ ತ್ರಿಕೋನವು ಸಮಭುಜವಾಗಿರುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 
10.7). 


ಚಿತ್ರ 10.7 


4. xxx =0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೀಗೆ ಅಪವರ್ತಿಸಬಹುದು: 


x*(x3-1) - 1(x3-1) =0 
ಅಥವಾ (x*-1)(x 3-1) = 0 

ಅಥವಾ x*=1,x°.೩1 

~x=(1, x= (1) 

ಈಗ, 1=1+ /(0) = [cos(0) + isin(0)] 
ಅಥವಾ 1 = cos2m + isin2nm 


2m 2 
ಮತ್ತು 1" =005 5+ isin, n=0,1,2,3 
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ಆಗ, ಬರುವ ಚತುರ್ಫಾತ ಮೂಲಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


|| 
೦ಿ 
— 


ss ಈ. 23 
|| 
WW ಗು — 
| 
— 


I 


2 
ಹಾಗೆಯೇ, 119 ೦೦೨೨೧ + isn n=0,1,2 


ಇದರಿಂದಾಗಿ ಬರುವ ಘನಮೂಲಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


n= 01 

fe 1 18 

i 2 
1 NE 

ಕರಾಡ ಅಶಾ ಶಿ 

1) ತ” 


ಆದ್ದರಿಂದ, ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
1೬113 


ಕ್ಮ ತ 
+1, + 


ರ್ರ XOX 5X X54 ?4X+1=0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


ಈಗ, ಸಮೀಕರಣವನ್ನು (೫-1) ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
(೫-1) («5.5.4 (543441) ಎ0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಒಂದು ಮೂಲವು »ಇ1. 
ಅಂದರೆ, ಸಮೀಕರಣವು 

Xx'-1=0 ಅಥವಾ ಇ (1)? 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


2 2 | 
ಸ (1)7= cos + isn—— n=0,1,3,4,5,6 
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ಈಗ 7 ಮೂಲಗಳ ಪೈಕಿ, ೧-೦ ಆದಾಗ ೬1 ಎಂಬ ಮೂಲವು ಬರುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ, 
ಇನ್ನುಳಿದ 6 ಮೂಲಗಳು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


6.೫10. 11/5-1 20 ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


RE pe eR + 16/೧ ss ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
2 ವ್ರ 5 sy 

ಈಗ, x5 = 8 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವು 

a*+11a-1 =0 
ಎಂಬ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣದ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದುತ್ತದೆ. 

-11 ೬% 12144 
7 ಡಿ ಆಡ ಡು NV 
ಅಥವಾ XS = 3113571125 
2 

ಎನ್ನ Js 

ಅಥವಾ x5 ಎ 23 (16 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ) 


15-13 
ಅಥವಾ x5 -( ry [cos 2nn + isin2nn] 


5-1 om 2mm 
WE ತಾತ COS—— 2೫% /5|ಗಿ 
5 


2 5 ಹಟ; 


ಅಭ್ಯಾಸ - 10 


1. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ೩+/b ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ 


() (243) (3-2) (iy 3 
| ಕೊಡಿ! 3.4 

ಗ) 1 (iv) (24) (3-4) 
1೧.1) LE 
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ನ, 


2. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌-ಕೋನಾಂಕ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ 


(ಗ. 14/13 1 2 (iii) 6i 
NS ಈ 
(iv) -ರ8ಿ (V) 142/ 
ಇ 


3. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಡಿಮೋಯ್ವರನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
(ಗ. 14/13) (ii) (14/10 (1) (3೨) 


ಸ /3 ) () (2.14 15) 


4. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ 


10 

(!) (ಅ) ps ಶಿ 
(605 ಇ + isin ಬು 
3 3 


(il) (cosa + 151೧0)" 
(sina + i cosa) 


ಷ್ಣ ಈ 11/2 
lil) |cos— - 161೧ -- 
(ill) ( ನ isin ನ) 
po 
7; 7 
sin— + 161೧ --- 


2178 


(iv) (೦೦526 + 151೧ 26) (೦೦59 -/sin6) 
(೦೦526 + isin 29)'' (೦೦536 - /sin36)° 


7 7|8 
Vv) |1+cos— + isin — 
(1) + ಸ್‌ | ನ 


1+ cos™ isin 3 
ಆಜಾ ಮೆ | ವ 
8 8 


(vi) 


5. x=cosa +isina,y=cosh + 15/೧0 
z= ೦5s) + /siny ಮತ್ತು 0 ಇ ೦೦58 + /$inರಿ ಆದಾಗ 


(X+Y)(Z+U) 


ದ -ಕಿ ಗರಿ ಗಿ] 
ಷಾ 400555 — COS [ | ಯ 3 


1 
“ (Hz) 


ದ 0 — ಇರಿ ಗರಿ .., +B+Y+o 
pe cosec ಭತ ೦೦560 1 re —/ sin 3 | 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
1 1 
6. 200606 ಇ ೫ ಮತ್ತು 2೦೦5) ಎ ಟಗ ಆದಾಗ 


1 
2cos (6 + ) ಕ್‌ 


1 
2 sin (0 +0) = Be 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
279 


0 ಛ್ರ 
(1+cos6 + 161೧6)” + (1400696 - ೧0) ಎ ಗಾಡಿ cos” = cosn— 


2 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


(a+ib)™ + (a-ib)™ = 2(8°+0)"" cos (Car 5 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


p = ೦೦59 + 16179 ಮತ್ತು 0 - ೦೦50 + 161೧6 ಎಂದಾದರೆ 


ರಕ ಚಟ ಗೆ 9) 
0.0 2 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


cosa + 2 ೦೦50 + 3 cosy = 0 ಇ sina + 261೧0 + 3siny ಆದಾಗ 
0೦530 + 800531 + 27cos3y = 18cos (a + B +) 
ಮತ್ತು sin30 + 851730 + 27sin3y = 18sin (0 + B + y) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


11.[cos@ + ೦೦5 + / (sin + sin¢ )]” + [೦೦59 + ೦೦50 - / (sin + sin )]” 


12: 


= 2-೦೦೫) cos n ಟು ಎ 9) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
2 2 

ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1) (-14)13 (1) (134 373. (0) 0“ 

(iv) (1) () (-2-2)1% (0) (1೨/1313 

ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


೫5. *(2-1ಎ0 
೩55.410 


೩ '2-೨ ("54130 
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೪4 
14. (os 5+ isin ಸ್‌) ಇದರ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


15. x-2x-4 =0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು € ಮತ್ತು ಈ ಆಗಿದ್ದರೆ 


07 +8” =2™"'cos ೧ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


16. p= xi) 3-1-1) ಆದರೆ 
22 
0'*ನ ಎಲ್ಲಾ ಆರು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ - 11 


ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಕಲನ ಕ್ರಿಯೆ 


11.1 ಪೀಠಿಕೆ 

ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರವು ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಪ್ರಮುಖ ವಿಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಎಂದು ಈಗಾಗಲೇ 
ತಿಳಿದಿದೆ. ಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿ ಮತ್ತು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಇವುಗಳ ಕಲ್ಪನೆ 
ಅಗತ್ಯವಾಗಿದೆ. ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯ ಬಗ್ಗೆ ಹಿಂದಿನ ತರಗತಿಯ ಪಠ್ಮಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಉಲ್ಲೇಖಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಪುನಾರಾವರ್ತನೆಗಾಗಿ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಮಿತಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ 
ಕೆಲವು ವಿಷಯಗಳನ್ನೂ ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಮತ್ತೊಮ್ಮೆ ವಿಸ್ತಾರವಾಗಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


11.2 ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಗೆ0 - ಸ್‌ ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ. 
ಮೊದಲಿಗೆ, x - 10 ಆದಾಗ ೫ ನ ಮಿತಿಯನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. 


ಒಂದು ಮುಖ್ಯವಾದ ಸೂಚನೆ ಏನೆಂದರೆ, x - 10 ಆದಾಗ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆಗೂ ಮಿತಿಗೂ 
ಏನೂ ಸಂಬಂಧವಿಲ್ಲ. ಆದರೆ ೫ - 10 ರ ಸಮೀಪದ ಬೆಲೆಗಳ ಮೇಲೆ ಮಿತಿಯು 
ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ. ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಮಿತಿ ಇದ್ದರೆ, ೬ ನ ಬೆಲೆ ದತ್ತ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಅದರ ಉತ್ಪನ್ನವು (ನ) ಅದರ ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. 


X 


99 ಆದರೆ ೫ - 98.01 ಆಗುತ್ತದೆ. 
9.99 ಆದರೆ * - 99.8001 ಆಗುತ್ತದೆ. 
9.999 ಆದರೆ ೫ - 99.980001 ಆಗುತ್ತದೆ. 


X 


X 


10 ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು x ಚರಾಂಕವು 10 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ 
x ಸಹ 100ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತಾ ಇದೆ ಎಂದು ಈ ಅಂಕಿಗಳಿಂದ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. 
x = 10 ಆದಾಗ x > 100. xನ ಬೆಲೆ 10 ಕ್ಕಿಂತ ಜಾಸ್ತಿ ಕೊಟ್ಟು ಪ್ರಯತ್ನಿಸೋಣ. 


X 


10.1 ಆದರೆ * = 102.01 ಆಗುತ್ತದೆ; 
10.01 ಆದರೆ ೫ ಎ. 100. 2001 ಆಗುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು 
10.001 ಆದರೆ ಹ - 100. 020001 ಆಗುತ್ತದೆ. 


X 


X 
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ಈ ಅಂಕಿಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿದರೆ x ನ ಬೆಲೆ 10 ಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು 10ನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಸನ ಬೆಲೆ 100 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. ಮೇಲಿನ 
ಅಂಕಿಗಳನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ ಪಟ್ಟಿ ಮಾಡಿದೆ. 


TAN SCN ACNE 


98.01 1.99 


99.8001 0.1999 
99.980001 0.019999 


100.020001 0.020001 
100.2001 0.2001 
102.01 2.01 


xನ ಬೆಲೆಯು 9.9 ಮತ್ತು 10.1 ರ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವಾಗ (x= 10ನ್ನು ಬಿಟ್ಟು) »ಆ 
ಮತ್ತು 100 ರ ವ್ಯತ್ಕಾಸ 2.01 ಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿಲ್ಲ. 
() 9.9<x<10.1 ಆದಾಗ 0<1¥-1001 «2.01 


(1) 9.99<x<1001 en 0೭12-1001 <0.2001 
(1) 9.999 <x<10.001 ಆದಾಗ 0<1¥-100| <0.020001 


ಮೇಲಿನ ಮೂರೂ ನ ಅಂತರಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿದಾಗ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂತರವೂ x= 10ನ್ನು 
ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಅಂತರದ ಉದ್ದವು ಕಡಿಮೆ ಆದಂತೆಲ್ಲಾ | *-10 | ರ ಮೇರೆಯೂ ಕಡಿಮೆ 
ಆಗುತ್ತಾ ಬಂದಿದೆ. 


ಅಲ್ಲದೆ, ಪಟ್ಟಿಯ 3 ನೇ ಮತ್ತು 4 ನೇ ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿದರೆ, ನ ಬೆಲೆ 
10ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ನ ಬೆಲೆ 100 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತಿದೆ. 1x-101ರ ಬೆಲೆ .001 
ಆದಾಗ ॥ನಿ-1001 ರ ಬೆಲೆ 0.020001 ಆಗಿದೆ. ಅಂದರೆ »-10 ರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಡಿಮೆ 
ಮಾಡಿದಷ್ಟೂ ಸ್‌-100 ಮತ್ತಷ್ಟು ಕಡಿಮೆ ಆಗುವುದು. ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ಹೇಳಬಹುದಾದರೆ, x ಮತ್ತು 10 ರ ವೃತ್ಕಾಸ ಕಡಿಮೆ ಆದ ಹಾಗೆಲ್ಲಾ * ಮತ್ತು 100 ರ 
ವೃತ್ಕಾಸ ಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. ಗಣಿತದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಇದನ್ನು ಹೇಳಲು £ ಮತ್ತು 
ರ ಎಂಬ ಸಣ್ಣ ಸಂಖ್ಯಾಸೂಚಕಗಳನ್ನು ಬಳಸುತ್ತೇವೆ. 

Ix-101#06ಗಿ 1x-101< 5 ಆದಾಗ 1೫-1001 <೭ ಆಗುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಅಥವಾ £ ಎಂಬ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ 


0<1x-101< ಶಿಆದಾಗೆಲ್ಲಾ 
I -1001| < £ ಆಗುವಂತೆ 
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8 ಎಂಬ ಸಣ್ಣ ಬೆಲೆಯ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುತ್ತದೆ ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. 
ಮೇಲಿನ ಪಟ್ಟಿಯಿಂದ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಬಹುದು. 


| ¥-100 | = 2.01 ಆಗಬೇಗಾದರೆ 1 ೬-10 | = 0.1 ಆಗಿರಬೇಕು. 
ಆದ್ದರಿಂದ £ ಇ 2.01 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ 8 ೬ 0.1 ಎಂದು ಆರಿಸಿದರೆ 


0 «11-101 ಆ 0.1 ಆದಾಗ 1೫-1001 ಎ 2.01 ಆಗುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳಬಹುದು. 


ಅಲ್ಲದೆ £ ೬ .020001 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ, 8 -.001 ಎಂದು ಆರಿಸಿದರೆ 

0<1x-101<.001 ಆದಾಗ 1೫-1001 <.020001 ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. 
ಈ ರೀತಿ £ ನ್ನು ಅತಿ ಸಣ್ಣ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿ ಕೊಟ್ಟಾಗ, ರಿ ಎಂಬ ಸೂಕ್ತವಾದ ಸಣ್ಣ ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಆರಿಸಿ 

0 ಆ 1x-101 < ಕೆ ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 1%-1001 < £ ಆಗುವ ಹಾಗೆ ಮಾಡಬಹುದು. 
ಇಲ್ಲಿ, ಕ ಸಂಖ್ಯೆಯು £ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸಿರುತ್ತದೆ. 


ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ x ಚರವು 10 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ *್‌ ನ ಬೆಲೆಯು 100ನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ ಅಥವಾ ೫ನ ಮಿತಿಯು 100 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 
lim x =100 
೫-10 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈಗ, ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ವ್ಯಾಖ್ಕೆಯೊಂದಿಗೆ ನಿರೂಪಿಸೋಣ. 


11.3 ಮಿತಿಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


10 ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು (೩ ಯ ಸುತ್ತಲೂ) ಯಾವುದಾದರೂ ಮುಕ್ತ ಅಂತರದಲ್ಲಿ 
ನಿರೂಪಿಸಲಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ಉತ್ಪನ್ನವು 8 ಯಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿರಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. 
ಯಾವುದಾದರೂ £ ಎಂಬ ಸಣ್ಣ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ, 1-೩! « 8 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 
x) - ಓ « £ ಆಗುವಂತೆ ಶಿ ಎಂಬ ಸಣ್ಣ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಆರಿಸಲು ಸಾಧ್ಯ 
ವಿದ್ಧಲ್ಲಿ, x ಚರವು ೩ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಗೆ೫ ನ ಮಿತಿಯು ೭ನ್ನು 


ದ್‌್‌ 


ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 


im 120 = L ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
xa 


ಸೂಚನೆ: x - 8 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಬೇಕಾದ ಅಗತ್ಮವಿಲ್ಲ. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


i ಜಾ ಜಾ ? 
1. lim (5x-4)=6; £ =0.002 ಆದರೆ ಕಿ ಎಷ್ಟಾಗುವುದು” 
lim ಲ [ಗx)] = 6 ಅಂದರೆ, £ » 0 ಎಂಬ ಯಾವುದೆ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ 


0 « 1x-2| « 8 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ ಗಜ) - 6! « £ ಆಗುವುದು. 


|5-4 - 6! 
15-101 
5 1-2! 


ಈಗ, ॥ಗx) - 61 


”. 5 1-21 < 0.002 ಆಗಲು 0 «ಆ |(-2| « ಶಿ ಆಗಬೇಕು. 


ಅಥವಾ 1-2! « - ಆಗಲು 0 ಆ 1-2! « ಕಿ ಆಗಬೇಕು. 


1-21 « 0.0004 ಆಗಲು 0 < |-2| « 5 ಆಗಬೇಕು. 
ಈಗ, 8 - 0.0004 ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 
0 < |x-2| « 0.0004 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 
|(5x-4) - 6। < 0.002 ಆಗುವುದು. 


8 = 0.0004ರ ಬದಲು ಅದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾದ ಬೇರೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಬಹುದು ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 


o lm ~x-9 
33: ತಿ: 


2-9 
ಈ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ೪ ವ 1 ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ, 
x= 0 ಆದರೆ, )/ಎ 3 ಮತ್ತು ೫-1 ಆದರೆ y - 4 ಆಗುವುದು. 


ಆದರೆ, ೬ - 3 ಆದಾಗ, ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳೆರಡೂ ಶೂನ್ಯವಾಗಿ / ಎ ವ್ಯಾ ಎಂಬ 
ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದುವುದು. ಆಗ, yನ ಬೆಲೆ ಅನಿಶ್ಚತ (ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ) ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
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x = 3 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುವ ಬದಲು 3 ರ ಸಮೀಪದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 3 ಕ್ಕೆ ಹತ್ತಿರ 
ಹತ್ತಿರವಾಗುವಂತೆ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


ದರೆ EVR ಇಚ ಕಾಜ 
೫ ೬2.90 ಆ Tiree Woh ಎಐ. 


(2.99)2-9 

2.99-3 

ಇದೇ ರೀತಿ ಮತ್ತೊಂದು ಕಡೆಯಿಂದ ನ ಬೆಲೆ 3 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಾಗ, 
3.1)2-9 

y _(3.1)°-9 

3,1 -3 

3.1 43 

6.1 


x= 2.99 ಆದರೆ, y= = (2.99) +3 = 5.99 


೫x=8.1 ಆದರೆ, 


(3.01) - 9 
301-3. 
_ 63.01) +3 
= ಡಸ 
6.01 


_(3.001)?— 9 
(3.001 - 3) 


= 6.001 


x = 3.01 ಆದರೆ y= 


x = 3.001 ಆದರೆ ೪ =3.001 +3 
ಇತ್ಯಾದಿ. 


x ನ ಬೆಲೆಯು ಎರಡು ಕಡೆಯಿಂದ 3 ಅನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ y ನ ಬೆಲೆಯು 6 
ಅನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ; ೪ ಮತ್ತು 6 ರ ವೃತ್ಕಾಸವನ್ನು, x ಅನ್ನು 3 ರ ಸಾಕಷ್ಟು ಸಮೀಪ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳವುದರ ಮೂಲಕ, ಸಾಕಷ್ಟು ಕಡಿಮೆ ಮಾಡಬಹುದು. 


ಅಂಶ, ಛೇದಗಳೆರಡೂ ಸೊನ್ನೆ ಆದಾಗ್ಯೂ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಮಿತಿಯನ್ನು 
ಪಡೆದಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಲು ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆ ಸಮಂಜಸವಾಗಿದೆ. 
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ಸೂಚನೆ: ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ, ಮಿತಿಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು, ಅಂಶ, ಛೇದಗಳಲ್ಲಿನ 
ಸಾಮಾನ್ಕ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ತೆಗೆದು ಹಾಕುವುದರ ಮೂಲಕ ಸುಲಭವಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
ಬಹುದು. ಆದರೆ ಅನೇಕ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಈ ರೀತಿಯ ಸಾಮಾನ್ಕ ಅಪವರ್ತನ ಇಲ್ಲದೆಯೂ 
ಇರಬಹುದು. 


3, 
ಗಿ 
ಸಾ ಹ rl ಕಸ 
lim 


ಈಗ 00 (1 ಬ (33 
ನ “ಜಾ a 3 


1 lim | ( 3 
DE bal ATK 


= K ಇರಲಿ; (0 ಆದಾಗ 0-0 ಆಗುವುದು. 
ಘ್‌ pNP 
ಆಗ — log C 2) ಡು ಜೂ 
ಏಕೆ 


1 ೫ 
x 
ಕ್ಯ ಷ್ಟಿ 
=— 1006 [ಕರ lim (5) | 
x N—oo n 
1 
x 


| 1 
A im 06 (+) ದಾ 


4. lim ಟ್‌ (೬-6) 
XT (7—x) 


| 2. 


(ಗೆ 10g, (13/0714 


ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, ೩:7 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳೆರಡೂ ಸೊನ್ನೆ ಆಗುವುದು 
0 
ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆಯು ಇರ್ಡ್ವ ಎಂಬ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದುವುದು. 


ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳೆರಡನ್ನೂ (8%) + 1-6) ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಅಂಶವನ್ನು ವಿಕರಣ 
ಗೊಳಿಸಿದಾಗ 
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(8-x) - 0-6) 
(7-1 N18) + A 1-6) 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಇದನ್ನು 
2(7-x) 
(7-0 (65) + 1-6) 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದರ ಬೆಲೆ 
2 
W (8%) +06) 
ಈಗ, x ನ ಬೆಲೆ 7 ಎನ್ನುವುದನ್ನು ಬಿಟ್ಟು, x ಚರವು 7 ಅನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದೆಂತೆಲ್ಲಾ ಈ 
ಭಿನ್ನರಾಶಿಯು 1 ಅನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದು. ಅಂದರೆ ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿ 1 ಎಂದಾಯಿತು. 
ಅಂದರೆ 
lim 185% - Axe 
೫7 7-% 


= 3 


ಇಲ್ಲಿ x ಎ 7 ಆದಾಗ ದತ್ತ ಬೀಜ ವಾಕ್ಕವು ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ ಅಥವಾ ಅದು 
ನಿರೂಪಿಸಲಾಗಿಲ್ಲ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ನ್ಯ 8x45 
ಜು ರೆ 
Y. 4x43 ಲ್ಲ 


(1) ೫-೨೦ ಆದಾಗ, (i) ೦೦ ಆದಾಗ 
y ನ ಮಿತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(|) ೫೨೦ ಆದಾಗ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯ ಅಂಶವನ್ನು 5 ಕೈ ಸಮೀಪವಾಗಿಯೂ, ಛೇದವನ್ನು 3ಕ್ಕೆ 
ಸಮೀಪವಾಗಿಯೂ ಮಾಡಬಹುದು. ಆಂದರೆ x ಅನ್ನು ಅತಿ ಸಣ್ಣ ಬೆಲೆಯಾಗಿ 
ಮಾಡಿದಾಗ yನ ಮಿತಿ 5/3 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 


lim 8x+5 5 


X30 dd 3. 


ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಮಿತಿಯು ಉತ್ಪನ್ನದ ಒಂದು ಬೆಲೆ ಆಗಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, x= 0 


5 
ಆದಾಗ y= ತೌ ಆಗುವುದು. 
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(1) x ಅನ್ನು ಅಂಶ, ಛೇದಗಳೆರಡರಲ್ಲೂ ಸಾಮಾನ್ಕ ಅಪವರ್ತನವಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಿ 


8+ — 

X 

ಅಥವಾ / ೬ ಭರ 
> 

4+ — 

X 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. x ಅನ್ನು ಸಾಕಷ್ಟು ದೊಡ್ಡ ಬೆಲೆಯಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


ಛಾ 8 
—,— ಗಳು ಅತಿ ಸಣ್ಣ ಬೆಲೆ ಆಗುವುವು. ಅಂದರೆ ೫೦ ಆದಾಗ 


X, 
ಕೊ 3 
ಎ 0, — => 0 
Xx X 
ಆಜಿ 
lim ೫ 8 
ಟ್‌ 3 ರ್ಟ ಗಡ: 
4+— 
X 


ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ xಗೆ ಎಷ್ಟು ದೊಡ್ಡ ಬೆಲೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ್ಕೂ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆಯು 
2 ಆಗುವುದಿಲ್ಲ. ಅಂದರೆ, ಈ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಮಿತಿಯು ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆ ಅಲ್ಲ. 


11.4 ಮಿತಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ರಮೇಯಗಳು 


lim ಜರು lim ಕ 
ಸಿ 120 = |! ಮತ್ತು J g(x) = ಗಾ ಆದರೆ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಾಲ್ಕು ಪ್ರಮೇಯಗಳು ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತವೆ : 


OM [10 * 001-17೬ Im igs Im 00 


ಅಂದರೆ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿಯು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮಿತಿಗಳ 
ಮೊತ್ತಕ್ಕೆ ಸಮ. 
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(2) Im (110-0001 -1-ಗ೬ [ಗಗ - [ಗೌ 0% 


೭೩ ೫-೩ ಇಡಿ 
ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ವ್ಯತ್ಕಾಸದ ಮಿತಿಯು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮಿತಿಯವ್ಕತ್ಕಾಸಕ್ಕೆ ಸಮ. 
9) 1೧. ey stim M7 


ಒಡಿ xa ೫ಡಿ 
ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಮಿತಿಯು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮಿತಿಗಳ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧಕ್ಕೆ ಸಮ. 

ಸೆ ಸಭ ಹಜಜ ಭೈರ (m ೬ 0 ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ) 


ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಧದ ಮಿತಿಯು ಆ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮಿತಿಗಳ ಭಾಗಲಬ್ದಕ್ಕೆ 
ಸಮ. ಆದರೆ ಛೇದದ ಮಿತಿ 0 ಗೆ ಸಮವಿಲ್ಲದಾಗ ಮಾತ್ರ ಈ ಪ್ರಮೇಯವು 


ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. 
ಇಡಿ | 
ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯವಾದ ಮಿತಿಗಳು 


ಪದವಿ ಪೂರ್ವ ಮೊದಲನೇ ವರ್ಷದ ಪಕಠ್ಕ ಪುಸ್ತಕಗಳಲ್ಲಿ ಈಗಾಗಲೇ ಪರಿಶೀಲಿಸಲಾ 
ಗಿರುನ ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯವಾದ ಮಿತಿಗಳು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತಿವೆ: 


(0 ರಗಡ ರೇಡಿಯನ್‌ಗಳಲ್ಲಿ) 
9-009 

2 18೧0 

ತೋ ಜ್ಯ 1 (6 ರೇಡಿಯನ್‌ಗಳಲ್ಲಿ) 
9-0 pa 

Aa 

(3) lim ರ್‌ na™ 

Xa XR 


(ಇಲ್ಲಿ ಗಧನ ಆಥವಾ ಯಣ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಅಥವಾ ಭಿನ್ನರಾಶಿ ಆಗಿರಬಹುದು) 
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R KA 
(4) im ( y 9 ( ಎನ್ನುವುದು ನೇಪೀರಿಯನ್‌ ಲಾಗರಿತಮ್‌ನ ಆಧಾರ) 


` 1/x 
(5) Lu (1+x) =e 


(6) im (6-9 _, 
xa: x ಸ 


(7 lim 8 


11.5 ಎಡದಿಂದ ಮಿತಿ ಮತ್ತು ಬಲದಿಂದ ಮಿತಿ 
(1) ಎಡದಿಂದ ಮಿತಿ: 


೫೭೩ ಆದಾಗ / ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
a ಗಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ೬ ಚರವು 8ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಾಗ ಬರುವ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯನ್ನು ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡದಿಂದ ಮಿತಿ (ಅಥವಾ ಎಡಮಿತಿ) ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ಅದನ್ನು ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: 

£೨0 ಎಂಬ ಎಷ್ಟೇ ಸಣ್ಣದಾದರೂ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ 
0 ಆ 18-70 « ಕಿ ಆದಾಗಲ್ಲಾ 
Ix) - (1೭ ಆಗುವಂತೆ 


ಕ ಎಂಬ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಇರುವುದಾದರೆ ಓ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 10 ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿ 
ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 

lim ಟೀ ಅಥವಾ im RE 

Xa - ಇಯ 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಸೂಚನೆ: 

ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ, x ಅನ್ನು 8-ಗಿಗೆ ಬದಲಿಸಿ 
(ಗಿ» 0) ಗಿ ಅನ್ನು 0 ಗೆ ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ ಮಿತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 
lim ಗೆ0 ಎ 1೧ 18-/1), ಗಿ» 0 
Xa - h=0 
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(1 ಬಲದಿಂದ ಮಿತಿ . 

/ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು x» 8 ಆದಾಗ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು  ಚರವು ೩ ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಾಗ ಬರುವ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯನ್ನು ಉತ್ಪನ್ನದ ಬಲಮಿತಿ (ಅಥವಾ ಬಲದಿಂದ ಮಿತಿ, ಎನ್ನಬಹುದು. 
ಅದನ್ನು ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: 

ಎಷ್ಟೇ ಸಣ್ಣದಾದರೂ £ >» 0 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ, 

0 <1x- al < 5 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 

11 - Ll < € ಆಗುವಂತೆ 
8 ಎಂಬ ಸಾಕಷ್ಟು ಸಣ್ಣ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಇರುವುದಾದರೆ ಓ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಗೈ೫) ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಬಲಮಿತಿ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು : | 


lim 120 - ಓ ಅಥವಾ lim fx) 
2-೨ ೩ x>a+0 


|| 
| 


ಸೂಚನೆ: 
ಬಲಮಿತಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು, x ಗೆ ೩೬h ಅನ್ನು (ಗಾ0) ಆದೇಶಿಸಿ, ಗಿ ಅನ್ನು 0 ಗೆ 
ಸಮೀಪಿಸುವಂತೆಮಾಡಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


im y= IM fa+h,h>o0 
X>a+ 1-೨0 


ಮಿತಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ರಮೇಯ 


x ಚರವು 8 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ 10 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯು 
ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿ ಇದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಇರಬೇಕಾದರೆ 10 ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿ ಮತ್ತು ಬಲಮಿತಿಗಳೆ 
ರಡೂ ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದು, ಎರಡೂ ಸಮವಾಗಿರಬೇಕು. ಇದನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


lim lim 
ರಾಟ್‌ ಆ 


-೨ಡ೨ 


ಆದರೆ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಾದರೆ 


ಉದಾಹರಣೆ 1: / ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವು ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ : 
fx) ಇನೆ, « «2 ಆದಾಗ 
fx) = 10-3/ x > 2 ಆದಾಗ 
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ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಮೂರು ಮಿತಿಗಳನ್ನು (ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದರೆ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
() lim 


X>2- 11) 
(ii) lim 
೫-೭. x) 
(lil), lim 
x2 fx) 
(0) lim lim 
ತ್ಯ ನಾತ್‌ಬಕಲ್ಯ್ಬೂ (2.1), h> 0 
ಜೆ ಗ (4214 12) ೬4 
ಲ್ನ ಎಗ್‌ (1033042) ಗಿ೬0 
ಹ fx) = ೨0೦ [( (+2)], 
ಇ ಹ 10-6-3/) ಎ4 
ಇಂ pS 


(11) ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿ ಮತ್ತು ಬಲಮಿತಿ ಸಮನಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅಂದರೆ 


lim lim 


X2- Rs X>2+ Ax) = 
lim fx) = 4 
೫2 


ಇಲ್ಲಿ ೫-೭ ಆದಾಗ ಗ) ನಿರೂಪಿತವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 
ಉದಾಹರಣೆ 2: | 


1x1 
fx) = ra ಆದರೆ 

(1) lim 
2-೨0 

(11) lim 
x—0- 10 

(iil) lim E 
ಗ 10 (ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದರೆ) 
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ಈ ಮೇಲಿನ ಮಿತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ' 


(i) lim lim 10-11 im h 
| ರ ಗ 0 
Ng re gE 42" 
(ii) lim lim 14 lim 10-0)/ 
x-0- Ray ಜಾರ ್‌ಾ (3 
K lim 0/1 ಎ 
“had “HS 


(iii) /ನ ಎಡಮಿತಿ ಮತ್ತು ಬಲಮಿತಿ ಬೇರೆ ಬೇರೆಯಾಗಿವೆ. ಅಂದರೆ 


ಚ ತ್ರ 120 ಥೆ 0-1 ಆದ್ದರಿಂದ 


lim 


RE fx) ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿಲ್ಲ. 


11.6 ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 
ಮಿತಿಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ವಿಶೇಷ ಗುಣಗಳನ್ನು ಗಣಿತದ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬರೆಯಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿದೆ. | 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: 


= 120) ಎನ್ನುವುದು x ಎಂಬ ನೈಜ ಚರದ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿರಲಿ. ಗೆ0 ಎನ್ನುವುದು 
x = ೩a ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಒಂದು ತೆರೆದ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮೂರು ಷರತ್ತುಗಳು ಅಗತ್ಯವಾಗಿ ಪೂರೈಕೆಯಾದಾಗ ಗೆ0 ಉತ್ಪನ್ನವು 
a ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಅವು ಯಾವುವೆಂದರೆ 


(1) x ಚರವು 8 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಗೈ೫) ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯು ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರ 
ಬೇಕು. 


(1) ಇ ೩ನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿರಬೇಕು. ಅಂದರೆ, 18) ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರಬೇಕು 
ಮತು 


ವಿ 
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(iii) x೭ರವು 8 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ, ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯು x - ೩ ನಲ್ಲಿನ ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಬೆಲೆಗೆ ಸಮವಾಗಿರಬೇಕು. ಅಂದರೆ 


lim 
xa ಗಗ) 


ಆಗಿರಬೇಕು. ಈ ಮೇಲಿನ ಷರತ್ತುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಷರತ್ತು ಪೂರೈಕೆ 
ಆಗದಿದ್ದರೂ ಆ ಉತ್ಪನ್ನವು ೩ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಚ್ಛಿನ್ಸ ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. 


ಮಿತಿಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು 
(x= 8 ನಲ್ಲಿ) ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: 
ಎಷ್ಟೇ ಸಣ್ಣದಾದ £ » 0 ಕೊಟ್ಟಾಗಲೂ 
0 < 0-8! < ಕಿ ಆದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 
1/20 -ಗ್ಗೈa)l ಆ £ ಆಗುವಂತೆ 
ಹಿ0 ಎಂಬ ಸಣ್ಣಸಂಖ್ಯೆ ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ ಅಂದರೆ 
lim 10-18) 


೬-೩ 


ಸೂಚನೆ: x ಚರವು 8 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯು 
ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


im 10 ಮತ್ತು im ಗೆ0 
x>a- x>a+ 


ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಈ ಎರಡು ಮಿತಿಗಳೂ ಪರಸ್ಪರ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತವೆ. (ಅಂದರೆ x 
ಚರವು 8 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿ ಮತ್ತು ಬಲಮಿತಿಗಳು 
ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಪರಸ್ಪರ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತವೆ). 

ಒಂದು ಮುಚ್ಚಿದ ಅಂತರ [೩,0] ಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ : 


100 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು ಮುಚ್ಚಿದ ಅಂತರ (ಕ್ಲೋಸ್ಡ್‌ ಇಂಟರ್‌ವಲ್‌) [೩,0] ಯಲ್ಲಿ 
ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದ್ದು, ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ, ಆ ಅಂತರದ ಪ್ರತಿ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರಬೇಕು. 
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ಸೂಚನೆ: ಈ ರೀತಿ ಮುಚ್ಚಿದ ಆಂತರ [8,0] ಯಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿತವಾದ ಉತ್ಪನ್ನವು x ಇ ೩ 
ಆದಾಗ ಮತ್ತು x » ರ ಆದಾಗ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿಲ್ಲ. : ಅಂದರೆ 


17೧... 10) ಮತ್ತು lM fx) 
Xx>a- X—b+ 


ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿಲ್ಲ. . ಆದ್ದರಿಂದ [8,0] ಯಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ೫-೩ ನಲ್ಲಿ 


a ಯ ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿಯೂ, ೫x - ರಿ ನಲ್ಲಿ ರಿಯ ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು ಅಂತರದ 
ಇತರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ ಉತ್ಪನ್ನವವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 sin 5x 


fx) = 


, ೫:0 ಆದಾಗ 


ಮತ್ತು 120 ಎ 1, «ಎ 0 ಆದಾಗ. 


12) ಉತ್ಪನ್ನವು ೫-0 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


iH lim sin5x 
(1) ೫-೨೧0 ಚ ೫-೨೧ X 
lim sin 5x 
= ೮ ದ್ಯರ್ಯ == 


ಈಗ, 11.6 ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ತಿಳಿಸಿರುವ ಮೊದಲನೆಯ ಷರತ್ತು ಪೂರೈಕೆ ಆಗಿದೆ. 
(1) 10) ಎ 1 ಆದ್ದರಿಂದ ಎರಡನೆಯ ಷರತ್ತು ಪೂರೈಕೆ ಆಗಿದೆ. 
(1) lim 1025310) 21 
೫-೨೦ 
ಅಂದರೆ, ಮೂರನೆಯ ಷರತ್ತು ಪೂರೈಕೆ ಆಗಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ ಗ೫) ಉತ್ಪನ್ನವು 
x= 0 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ. 
2. 10 ಎ 54% x<1 ಆದಾಗ ಮತ್ತು 


fx) = 5-/ x>1 ಆದಾಗ 


296 


ಗಸ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


lim lim 

x1 ಚ್‌ ಕ... ಸೂತ 
ಆ ogg. Ig rr 
ಚ್‌ Nl ಗ 


.. ಎಡಮಿತಿ * ಬಲಮಿತಿ. 
ಅಂದರೆ 1 ನೆಯ ಷರಿತ್ತು ಪೂರೈಕೆ ಆಗಿಲ್ಲ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, 10 ಉತ್ಪನ್ನವು x= 1ರಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ. 
3. 10 ೬ $[ಗ«ಉತ್ಪನ್ನವು «ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
x = 8 ಎನ್ನುವುದು ಯಾವುದೆ ಒಂದು ಬಿಂದು ಇರಲಿ. 
10) = sin a 
£>0 ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ ಇರಲಿ. 


ಈಗ, 11x) - fೈa)l = lsinx - sinal 


a 4 ೩೪೪ 
= EUROS sin —— 
2 2 
ಡಿ X-a 
= 2 [cos —— | |sin | 
2 2 
Xx-a x+a 
<2 lsin ಭ್‌ ಏಕೆಂದರೆ C08 


ಕ, ಹಂದರ 151೧01 < 8 


ಅಂದರೆ 110 -10)1 <1x-al 


ಈಗ, ೭€-ರಿ ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 0 <1x-೩l ಎ 8 ಎ £ ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 
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4. 


Ix) - ಗೈ)! ಆ £ ಆಗುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ x= 8 ನಲ್ಲಿ ।ಗx ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


ಉತ್ಪನ್ನವು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ: 


fx) = x43, x>1 ಆದಾಗ 
fx) = 3x+1,x=1ಆಅದಾಗ 
fx = 4, «ಆ1 ಆದಾಗ 


೬ ೬1 ನಲ್ಲಿ /ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


lim lim lim 
ನ Bc 
ws EE es 
lim ಗಿ = lim (4) = lim iy 
x>1- ಪ ನ ಇ. ಟಟ 


ಮತ್ತು 11) ಎ 3.1 4124 


lim lim 
೫14 ಬ x1 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಉತ್ಪನ್ನವು x - 1 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


lim ಭು 
N= N= 


' ಗ೫=x3ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವು ೫-2೭ರಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


lim lim 
ಈಗ, = 
೫-2. fx) ಇ 


fx)=f2)=4 


ಆದ್ದರಿಂದ 10 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 
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1 
6. y=xsin ಉತ್ಪನ್ನದ ಮಿತಿಯನ್ನು x0 ಆದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿದು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 
ಈಗ, £» 0ಕೊಟ್ಟಾಗ |x-01< 8 ಆದಾಗ 1೫) -01 <£ ಆಗುವಂತೆ ಕ (ಧನಸಂಖ್ಯೆ) 
ಇದೆ ಎಂದು ತೊರಿಸಬೇಕು. 


ಡ್ಡ 
sin — 
x 


1 
೫೮೧ ೨- -0| = IM 
X 


ಈಗ, [sin —k: ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


ತ” 
೩5/೧ --- -0| <M 
೫ 


<iM<e ಮಖಾ lle 


ಆದ್ದರಿಂದ, ರಿ-೭ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಅಪೇಕ್ಬಿತ ಸಂಖ್ಯೆ ಕಿ ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದೆ ಎಂದಾಯಿತು. 


1 
Xxsin— -0 
X 


lim pe 1 
’ x20 X 


ಮೂಲಬಿಂದು (0ಗ9/ಗ)ವನ್ನು ಬಿಟ್ಟು, ಉಳಿದ ಎಲ್ಲಾ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿಲ್ಲ. ಜ್ಮಾಮಿತೀಯವಾಗಿ 


y= xsin—ನ ನಕ್ಷೆಯು ೫ ೬ ಮತ್ತುy--x ಗಳ ನಡುವೆ ತೂಗಾಡುತ್ತದೆ 


(oscillates). 


=0 


7. y=xsin _- , ೫4೬0 ಆದಾಗ ಮತ್ತು 
y=0,x=0೮ಆದಾಗ 
ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


lim xsin ಜು = 0 ಎಂದುತೋರಿಸಿದೆ. 
೩-0 8 


x =0 ಆದಾಗ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆ ೪-0 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಉತ್ಪನ್ನದ ಎಡಮಿತಿ - ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಬಲಮಿತಿ -0 ಆಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಉತ್ಪನ್ನವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 
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8. ಗೆ0 ೬೦,೫೮ ಗ, ಸ್ಥಿರ ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
(ಇಲ್ಲಿ 0 ಇ ನೈಜ ಸಂಖೈೆಗಳ ಗಣ). 


8 € ಔಮತ್ತು ಗೀ 0ಣಇರಲಿ. 


h>0 ಆದಾಗ lm 10 ಎ lim 185410) ಎ೦ 
೫-೨೩. h=0 


ಮತ್ತು im fx) = lim flah)=c 
x>ma- 1-0 


ಅಲ್ಲದೆ 8 € ಗ ಆದಾಗ 189) - ೦ 
AN 
ಸ: fx)=fla)=c 
ಅಂದರೆ, 1೫) ಇ ಉತ್ಪನ್ನವು / ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


9. / ಎನ್ನುವುದು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ನಿರೂಪವಾಗಿದೆ : 
ಸ 


೫-8 


, ೫4 8 ಆದಾಗ ಮತ್ತು 


fx) = 
fx) = 3a, x=a ಆದಾಗ. 


x-೩ನಲ್ಲಿ ಗೆ೫)ನ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


lim | 
ಈಗ, ಘಿ = 3a 
ಕಸ fx) ಫಟ (x4೬ 8) ಮತ್ತು ಸು 3a 
*. lim 
(Na) 
ಆದ್ದರಿಂದ ಗೆ0 ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ. 


ಸೂಚನೆ: ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ 10 ಎ 28 ಆದರೆ, »ಇ೩ ನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. | 


OAS ೫೯೧ 


ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ಗ ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ? 
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& ಎನ್ನುವುದು ಗ ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ ಇರಲಿ. ಗ ಒಂದು ಧನಸಂಖ್ಯೆ ಇರಲಿ. 


lim lim {im 
ಡೆ Ean 
lim lim lim 
x>a- ಹ್‌ h=0 aos h—0 ಟ್‌ 


ಅಲ್ಲದೆ 18) ಎ ೩ 
ಬಡ : lim 

rv Neat sk X>&- 10 
ಇದು ಗ ನ ಎಲ್ಲಾ ೩&೯ 0 ಗೂ ಅನ್ವಯಿಸುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಔ ನಲ್ಲಿ ಗೆ0 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 

11.7 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬೀಜಗಣಿತ 

ಪ್ರಮೇಯ : 1ಮತ್ತು 9ಎಂಬಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳು x-೩ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ 
(ಗ) 1೬9 ಉತ್ಪನ್ನವು 8 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 
(ii) 1-9 ಉತ್ಪನ್ನವು 8 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 
(i) 1.9 ಉತ್ಪನ್ನವು 8 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 


f 
(iv) ಷಾ ಉತ್ಪನ್ನವು, 62) ತ್‌ 0 ಆದರೆ, ೩ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


(ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಈ ಹಂತದಲ್ಲಿ ಕೈ ಬಿಡಲಾಗಿದೆ). 
ಬಹುಘಾತಹಪದೀಯ ಉತ ಶನ್ನದ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ತೆ 

ಗೆ) ಎಷ್ಯಿ ೫74 ಡೈ ಗಿ +x" 
ಈ ಬಹುಘಾತ ಪದಿಯು x ನ ಎಲ್ಲಾ ನೈಜ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅವಿಚ್ಛೆನ್ನವಾಗಿರುವುದು. 
ಈಗ, ೫-೩ ಯಾವುದೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


lim lim 


೫? ಎ87, ಡಿಸ” ವ ಡಿಡ್‌ 
xa xa 
ಇತ್ಯಾದಿ ಗನ ಎಲ್ಲಾ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅನ್ವಯಿಸುವುದು. 
A 12) ಎ ಡಡ? ಡಡ" +ಡ್ಮೂಡa" +... + =ಗೈ4) 
ಅ "xa | 0 1 ಡಿ “see ad 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಬಹುಘಾತಪದಿಯು (ಪಾಲಿನಾಮಿಯಲ್‌) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 
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ಭಾಗಲಬ್ಧ ಉತ್ಪನ್ನವು ಳು ರೀತಿಯಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು (ಗಿ, ೦(0ಗಳು 


ಇದರಲ್ಲಿ ಬಹುಘಾತಪದಿಗಳು. ಇಂತಹ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಉತ್ಪನ್ನವು ೧(೫)- 0 ಆಗುವ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಬಿಟ್ಟು, ಉಳಿದ x ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಸುಲಭ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ : 


(ಗ) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 


(೪) 
(vi) 
(vii) 


x” ಉತ್ಪನ್ನವು ೧ಗಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


x” ಉತ್ಪನ್ನವು ೧ ಯಣಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ x ಇ 0 ಬೆಲೆಯನ್ನುಳಿದು ಇತರ ಬೆಲೆಗೆ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


sinx ಮತ್ತು €೦8xಗಳು ೬ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿವೆ. 


1 
೬ ಗು ತು 5೫ ಜು 5 ಇತ್ಯಾದಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನುಳಿದು ೬ ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 
1೩೧೫ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ ಬಲದಿಂದ x ತೆ ಆದಾಗ tanx 2 - ೦೦ 
ಮತ್ತು ಎಡದಿಂದ x ೨- ಆದಾಗ tnx ೨ + ಅ 
2 

lim 
ಸ್‌ 1೩೧ ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿಲ್ಲ. 
ಇದೇ ರೀತಿ ೦೦೬೪ ಉತ್ಪನ್ನವು 0 « x « ೫ ಆದಾಗ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


ಎಡ < x<— ಅಂದರೆ ॥6 <5 ಆದಾಗ 80x ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


0 < x « ಇ ಆದಾಗ ೦೦560/ಅನಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


ಈ ಮೇಲಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ನಕ್ಷೆಯ ಮೂಲಕ ಇನ್ನೂ ಸ್ಫುಟವಾಗಿ ಅರ್ಥ ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ 


ಬಹುದು. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 11.1 


| ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ೬ ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗುವುದೆಂದು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
( ೫0.2 
(0) 3X +2x-5 

(೬-1) (x+3) 

(1) 2+x-x 
(iv) 1 

14x 
(Vv) sin®x 


॥ ,ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಆಗಿಲ್ಲದೆ ಇರುವ ನ ಬೆಲೆ ಯಾವುದು? 


Xx (i) x (1) cotx 
3x-2 (x+1)° 

(iv) 1 (೪) tan 3x 
X17 +16 


॥l x=0ನಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿವೆಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


ಕ 51೧೫ 
(1) ಗೆಲಿ = ದ , ೫೬ 0 ಆದಾಗ 


1, x= 0 ಆದಾಗ 


pe sin 2x 
(ii) 1-5 . ೩ ೫೬ 0 ಆದಾಗ 
1 


x = 0 ಆದಾಗ 


(॥) fx)= 


[1/ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
(1) ಮ x < 8 ಆದಾಗ 
KN). = 1-0 , X= 8 ಆದಾಗ 


ಈ 
೩... ೫ ೬ 8 ಆದಾಗ 
X 


ಸ=೩ಯಲ್ಲಿ 
2x+1 
ಸೆ | ಜಸು ಗೆ 
(1) 245.3 3 ಧಾ 
ರ 3 X= ಆದಾಗ 
ಜ್‌ ಲಾ 
1 
p ಸ ನಲ್ಲಿ 
(iii) ನ X-9 
x ಹಾ X೫3 ಆದಾಗ 


ಸೌಚಬ್ಛ ಸಾರಿ, ೫ ತಿ ಅದಾಗ 
ಸ=ತಯಲ್ಲಿ 


(iv) 100 ಎ 142% 006, x=-1,0,1ರಲ್ಲಿ 


x43 
(1) fs —— / ಜ-ಎ2ರಲ್ಲಿ 


Vv ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ತಮ್ಮ ಪ್ರಾಂತ್ಕದಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


(0). 10 ಎ 61೧ ಹ xe (0,1) 
ಹದ. 01 

(il) fx) HR y XE ( ) ) 
5 A 01 
(iii) ಗಾಗಾ, x ಆ (0,1) 
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Vill 


1 
ಸಜ-ನಲ್ಲಿ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


೫೩, 0 «ಆ « ಆ % ಆದಾಗ 
fx)= |1,x=% ಆದಾಗ 
1-x, L<x<1 ಆದಾಗ 


[೫] ಎಂದರೆ ೫ನ್ನು ಮೀರದ ಗರಿಷ್ಠ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಆದರೆ 

ಗೆ) ಎ [೫] ಮತ್ತು 

ಗ) =x-1 

x ನ ಪೂಣಾರ೯ಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆಲ್ಲಾ ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Xx 
fx) = (x೬ 0 ಆದಾಗ) ಮತ್ತು 10) 20. 
I 


ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು x= 0 ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


008 ಉತ್ಪನ್ನವು x ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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11.8 ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ಎರಡು ಚರಗಳು ಯಾವುದಾದರೂ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಬಂಧ ಹೊಂದಿದ್ದಾಗ, ಒಂದು 
ಚರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂದಿಸಿದಂತೆ ಮತ್ತೊಂದು ಚರವು ಬದಲಾವಣೆಯಾಗುವ ದರವನ್ನು (ಅದು 
ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿದ್ದರೆ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದೇ ಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಸಮಸ್ಯೆ ಎಂದು ಈಗಾಗಲೇ 
ನಾವು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಬದಲಾವಣೆಗಳು: 
y= 10 ಎಂದಿರಲಿ. 
«ನ ಬೆಲೆಯಲ್ಲಿ ಆಗುವ ಬದಲಾವಣೆಗಳು, ೪ ನ ಬೆಲೆಯ ಮೇಲೆ ಯಾವ ರೀತಿ ಪರಿಣಾಮ 


ಬೀರುವುದೆಂದು ತಿಳಿಯುವುದು ಮುಖ್ಯ. ಇಂತಹ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ಚೆನ್ನಾಗಿ ತಿಳಿಯಲು 
ಒಂದು ಪ್ರಾಯೋಗಿಕ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


ಒಂದು ಲೋಹದ ಚೌಕಾಕಾರದ ತಟ್ಟೆಯನ್ನು ಕಾಯಿಸಿದಾಗ, ಆ ತಟ್ಟೆಯ ಬಾಹುಗಳು 
ಗೊತ್ತಾದಷ್ಟು ಪರಿಮಾಣ ವಿಕಾಸ ಹೊಂದಿದಾಗ, ಆ ತಟ್ಟೆಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಲ್ಲಿ ಆಗುವ 
ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
.. ತಟ್ಟೆಯ ಬಾಹು ಇರಲಿ, ಗಿಎನ್ನುವುದು ರೇಖೀಯ ವಿಕಸನ (ವ್ಕಾಕೋಚನ) ಇರಲಿ; 
ಮತ್ತು ವಿಕಸನಕ್ಕೆ ಮೊದಲು ತಟ್ಟೆಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ y ಇರಲಿ. ವಿಕಸನದ ನಂತರ ತಟ್ಟೆಯ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಹೆಚ್ಚಾಗಿರುವುದು. ಇದು y' ಇರಲಿ. 


y = (4/2 
WH = 041) - 
= 2xh + h 


ಆದ್ದರಿಂದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಲ್ಲಿ ಆದ ಹೆಚ್ಚುವರಿ - 2xh + ಗ್‌ 


x ನಲ್ಲಿ ಆದ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು Ax (ಅಥವಾ ರ&ಿ೫) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದೇ 
ರೀತಿ Ayನಲ್ಲಿ ಆದ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು Ay ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ ಬರೆದಾಗ 

Ay=2x Ax+ (Ax)? ತೆ 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣವು ನಮ್ಮ ಪ್ರಾಯೋಗಿಕ ಸಮಸ್ಯೆಗೆ ಉತ್ತರವನ್ನು ಒದಗಿಸಿದೆ. 


ಅಂದರೆ x ಬಾಹುವಿರುವ ಲೋಹದ ತಟ್ಟೆಯು ಶಾಖದಿಂದ Ax ನಷ್ಟು ರೇಖೀಯ ವಿಕಾಸ 
ಹೊಂದಿದಾಗ ತಟ್ಟೆಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ನಲ್ಲಿ ಆದ ಹೆಚ್ಚಳ (ವೃದ್ಧಿ) 4/ಆಗಿರುವುದು. 
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ಈ ಸೂತ್ರವು ೪ - *್‌ ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ x ಚರದ ಹೆಚ್ಚಳ.ಸಿ* ಆದಾಗ »₹ (ಅಥವಾ )) 
ನಲ್ಲಿ ಆಗುವ ವೃದ್ಧಿಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ : ೫ ಇ9, ಗಿ! ಇ2 ಆದಾಗ 
Ay= 2.9.2 + 28 
= 364 
=40 


ತಾಳೆನೋಡುವುದು: x=-9 ಆದಾಗ ೫೬81 
*ಹ11 ಅದಾಗ xs 121 
.. ವೃತ್ಕಾಸ ಇ 40 
ಅಂದರೆ, ನ ಬೆಲೆ 9ರಿಂದ 11 ಆದಾಗ, ಸ್‌ನಲ್ಲಿ ಆದ ಹೆಚ್ಚುವರಿ 40 


24 ೩ 
y= ಹೌ ಆದಾಗ ಪ್ರಮಾಣ: 


ಲೋಹದ ತಟ್ಟೆಯನ್ನು Ay=-2೭x೩x+ (೩x)? ಎಂದು (1) ರಿಂದ ತಿಳಿದಿದೆ. ತಟ್ಟೆಯನ್ನು 
10°C ನಿಂದ ಮೊದಲಿನ 070 ಗೆ ತಂಪುಮಾಡಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ. ಈಗ ರೇಖಾ ವಿಕಸನವು 
ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತಾ ಹೋದಂತೆಲ್ಲಾ ಗಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


ಉಷ್ಣತೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚಳ 1070 ಇದ್ದಾಗ ಯಿ ಬೆಲೆ 0.00123 
ಉಷ್ಣತೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚಳ 1 *0 ಇದ್ದಾಗ Ax ಬೆಲೆ 0.000123 
1 


ಉಷ್ಣತೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ನ್ಯಾ 0 ಇದ್ದಾಗ ಹೀನ ಬೆಲೆ.000 ೦೦೦123 


ಇತ್ಯಾದಿ 

ಆದರೆ ಉಷ್ಣತೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ವಲ್ಪವಾದರೂ ಹೆಚ್ಚಳ ಇರಲೇಬೇಕು, ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಸಮಸ್ಯೆಯೇ 
ಇರುವುದಿಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ Ax ಶೂನ್ಯ ಬೆಲೆ ಆಗಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ ಗ ನ್ನು 
ನಮಗೆಷ್ಟು ಬೇಕೋ ಅಷ್ಟು ಸಣ್ಣ ಬೆಲೆಯಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಬಹುದು; ಆದರೆ ಸx ಎ 0 ಎಂದು 
ತೆಗೆದು ಕೊಳ್ಳುವುದಿಲ್ಲ. ಸಿx೬ 0 ಆದ್ದರಿಂದ ಸಮೀಕರಣ (1) ನ್ನು ಗ«ನಿಂದ ಬಾಗಿಸ 
ಬಹುದು. 


BN ES | (2) 
Ax 


Axನ್ನು ಅತಿ ಸಣ್ಣದಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು 2 ಗನ್ನು ೭xಗೆ ಸಮೀಪವಾಗುವ ಹಾಗೆ 
ಮಾಡಬಹುದು. ' 
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ಅಂದರೆ lim 
pl (2x + AX) = 2x 
ಆದ್ದರಿಂದ 


Ay ಈ 
| — = lim, (2 2x 
1 AX AX30 ಟ್ಟು 


ಅಂದರೆ, -೨- ಭಿನ್ನರಾಶಿಯು, x ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ 2೫ ನ್ನು 
AX 


ಸಮೀಪಿಸುವುದು. 

li 

a ಪ: ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಸ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
Ax>0 Ax dx 


ಫಾ ಎನ್ನವುದು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ತೋರಿಸುವ ಸಂಕೇತವಲ್ಲ. ಅದು ಒಂದು 


ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವ ಸಂಕೇತ. ಈ ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ಮಾಡುವುದರಿಂದ Ax>0 


A 

ಆದಾಗ pe ನ ಪ್ರಮಾಣದ ಮಿತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಬಹುದು. 
ಮ IM Ay 

dx ಗಿಂ Ax 

ಮತ್ತು / ಇ * ಆದಾಗ ಕ್ವಾಡ್‌ 2 ಆಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ : y= ಆದಾಗ 2 ಚಿಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು : 


ಇದನ್ನು ಪ್ರಾಯೋಗಿಕ ಸಮಸ್ಯೆಯಂತೆ ಬರೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಪ್ರಯತ್ನಿಸೋಣ. ಹಿಂದಿನ ಉದಾ 
ಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಲೋಹದ ತಟ್ಟೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡ ಹಾಗೆ ಲೋಹದ ಘನವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಎನ್ನುವುದು ಅದರ ಭುಜ, ಎನ್ನುವುದು ಅದರ ಗಾತ್ರ. ಘನವನ್ನು ಕಾಯಿಸಿದಾಗ 
ಭುಜದ ರೇಖಾ ವಿಕಾಸ ಗ«ಮತ್ತು ಈ ಘನದ ಗಾತ್ರದಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಾಲಾವಣೆ ಎಷ್ಟು? (ಇದು 
ಹಿ)/ಆಗುವುದು). 
_ ವಿಕಾಸ ಹೊಂದಿದ ಘನದ ಗಾತ್ರ ೪'ಆದರೆ 

y" = (ಗ 

“YY ಇ (ಗಿ =X 

ಅಥವಾ Ay ಇ 3X Ax + ತ3(ಗು0 + (Ax) 

ಈ ಸಮೀಕರಣವು ಘನದ ಗಾತ್ರದಲ್ಲಿ ಆದ ವಿಕಾಸವನ್ನು ರೇಖಾ ವಿಕಾಸದ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


308 


A 
ಈಗ, ಇ =3x+3xAx + (Ax)? 


Nop Im Ay 
‘dx  Ax>0 Ww 


ಅಂದರೆ, /ಇ ಸ್‌ ಆದಾಗ ಈ = 3x ಎಂದು ತೋರಿಸಿದಂತಾಯಿತು. 


ಈ ಎರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ಚರದ ಬದಲಾವಣೆ ಆದಾಗ ಅದರ ಮೇಲೆ 
ಅವಲಂಬಿತವಾದ ಮತ್ತೊಂದು ಚರದಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು ಎಂದು ತಿಳಿದಂತಾಯಿತು. 


ವಿಜ್ಞಾನ, ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ ಮುಂತಾದವುಗಳಲ್ಲಿ ಈ ರೀತಿ ಚರಗಳ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರ 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬೇಕಾದಂತಹ ಅನೇಕ ಸಂದರ್ಭಗಳು ಬರುತ್ತವೆ. ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರವು ಇಂತಹ 
ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. 


ಟಿಪ್ಪಣಿ : 


ಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಮೊದಲಿಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿದ ಕೀರ್ತಿ ಸರ್‌ ಐಸಾಕ್‌ ನ್ಕೂಟನ್‌ 
' (1642-1727) ಎಂಬ ಆಂಗ್ಲ ಗಣಿತಜ್ಞ ಮತ್ತು ಭೌತವಿಜ್ಞಾನಿಗೂ, ಗಾಟ್‌ಫ್ರೇಡ್‌ 
ವಿಲ್‌ಹೆಲ್ಮ್‌ ಲೈಬ್ನಿಜ್‌ (1646-1716) ಎಂಬ ಜರ್ಮನ್‌ ದೇಶದ ಗಣಿತಜ್ಞ ಮತ್ತು 
ತತ್ವಜ್ಞಾನಿಗೂ ಸಲ್ಲುತ್ತದೆ. 


ಭಾರತೀಯರಾದ ನಮಗೆ ನಿಜಕ್ಕೂ ಹೆಮ್ಮೆಯ ವಿಷಯವೆಂದರೆ ನ್ಕೂಟನ್‌ 
ಲೈಬ್ನಿಜ್‌ರಿಗಿಂತ ಐನೂರು ವರ್ಷಗಳ ಹಿಂದೆಯೇ (ಎರಡನೇ) ಭಾಸ್ಕರನು (1114) ಆತನ 
ಸಿದ್ಧಾಂತ ಶಿರೋಮಣಿ ಗ್ರಂಥದಲ್ಲಿ "ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ಗತಿ" ಯ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದ 
ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡಿದ್ದಾನೆ. ಅಂತೆಯೇ, ಮಂಜುಳಾಚಾರ್ಯ (ಅಥವಾ 
ಮುಂಜಲಾಚಾರ್ಯ ಕ್ರಿ.ಶ. 932) ಹಾಗೂ 15ನೇ ಶತಮಾನದ ಕೇರಳದ ಗಣಿತಜ್ಞರೂ 
ಇಂತಹ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳನ್ನು ಖಗೋಲಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಬಳಸಿಕೊಂಡಿದ್ದಾರೆ. 
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11.8.1 ವ್ಯತ್ಯಾಸಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಧ y= fx) 
Y 


y= fx) ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವಿರಲಿ. 
Pನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು [೫ ಗೆ)0] ಆಗಿವೆ (ಚಿತ್ರ 11.1). 


x ನಲ್ಲಿ ಆದ ಹೆಚ್ಚಳವನ್ನು Ax ಎಂದು ಕರೆದರೆ y ನಲ್ಲಿ ಆದ ಅನುಕ್ರಮ ಬದಲಾವಣೆಯು 
ಗಯ) - ಗಲ ಆಗುವುದು. ಜಾಮಿತಿಯ ಪ್ರಕಾರ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು )/ -.ಗೆ0 ವಕ್ರರೇಖೆ 
ಯಿಂದಲೂ, ಹೆಚ್ಚಳವನ್ನು ತೋರಿಸಲು ಗ,೦ಎಂಬ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಿಂದಲೂ ತೋರಿಸಿದೆ. ೧ 
ನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು [೫೬೩x, ಗ0- ಗಿ] ಆಗುತ್ತವೆ. ಗೆ೫) ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ. 

ಗ. ಗಿ) - 100 | 

ಢಾ 
ಎಂಬುದನ್ನು ವ್ಯತ್ಯಾಸದ ಭಾಗಲಬ್ದ ಎಂದು ಕರೆಯಬಹುದು. 


ಚಿತ್ರ 11.1 ರಲ್ಲಿ 0೦ ಜ್ಕಾದ ಓಟವು (slope) ಘಃ ಗೆ ಸಮವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. ೧ ಬಿಂದುವು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P ಬಿಂದುವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ 
POಜ್ಯಾವು P ನಲ್ಲಿ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಆಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ಸAx0 ಆದ ಹಾಗೆಲ್ಲಾ 
PQಿನ ಓಟವು Pನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗುತ್ತದೆ. 

ವಾಸ್ತವವಾಗಿ, ಈ ಮಿತಿಯನ್ನೇ x ನಲ್ಲಿ ಗೆ೫) ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಅಥವಾ ನಿಷ್ಟತ್ತಿ 
ಎನ್ನುವರು. 1೫) ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 
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11.8.2 ಗೆ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಗೆ೫) ಎನ್ನುವುದು ಅವಕಲ್ಕ (ಡಿಫರೆನ್ಸಿಯಬಲ್‌) ಆಗಬೇಗಾದರೆ 
॥ಗಾ [ಗಯ - 10] 
Ax—=0 AX 


ಮಿತಿಯು ಲಭ್ಯವಿರಬೇಕು (ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರಬೇಕು). ಈ ಮಿತಿಯ ಬೆಲೆಗೆ ಗೆ) ನ ನಿಷ್ಪನ್ನ ಅಥವಾ 
ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ (ನಿಷ್ಪನ್ನ ಕಲನಾಂಕ) ಎಂದು ಕರೆಯುವರು. ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕೆಳಗಿನ ಸಂಕೇತಗಳಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು: 


6 ಕ dy 1 
5 00) ಅಥವಾ ಗ), dy, X,Y. Dy 


ಈ ರೀತಿ, ಗೆ0 ನ ಉತ್ಪನ್ನದ ಒಂದು ಬಿಂದು «ನಲ್ಲಿ ಆದ ಕ್ಷಣೀಯ ಬದಲಾವಣೆಯ 
ದರವೇ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಅಥವಾ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕಎಂದು ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


11.8.3 ಅವಕಲ್ಯತೆ - ಬಲ ಮತ್ತು ಎಡ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


೫-೩ ನಲ್ಲಿ ಗೆ0 ಉತ್ಪನ್ನದ ಬಲ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ (ನಿಷ್ಟನ್ನ) ವನ್ನು ಈ ರೀತಿ 
ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು : 
| im | [fa+h-fa)) 
BE ಜೇಡ್‌ kobe! 
ಆದರೆ ಈ ಮಿತಿ ಲಭ್ಯವಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ. ಗಿಎನ್ನುವುದು 0 ಯನ್ನು ಅಥವಾ ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಧನ ಬೆಲೆಗಳ 
ಮೂಲಕ ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಹಾಗೆಯೇ, 1x) ನ ಎಡ ನಿಷ್ಟತ್ತಿ: 
im [fath-fa)] 


| li 
kPa ಬಜ್‌ n 


ಈ ಮಿತಿಯು ಲಭ್ಯವಿದ್ದರೆ. ಗ ಎನ್ನುವುದು ಖುಣ ಬೆಲೆಗಳಿಂದ ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ 
ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 1ಎನ್ನುವುದು 8 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯ (ಅವಕಲ್ಯ) ವಾಗಲು 
Ra) = L F(a) ಆಗಬೇಕು. 


ಉದಾಹರಣೆ 1: 


y= Ix, x=0 ಆದಾಗ ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗಿದೆಯೇ ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 
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lim fx+h) - fx) 


HANS h 
_ lim 141-101 lim 11 _. 
004. ಗಿ. ಗಿ0. hd 
| 10-11-10! 
ಹಕ ಇಳು ತರ ಲಿ EE 


ಗಿ೨೦- ಗಿ 
ಅಂದರೆ, Rf (0) ೬ Lf'(0) 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿಷ್ಟನ್ನಯೋಗ್ಯವಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆ2: 


10 = ೫ ಉತ್ಪನ್ನವು ೬ ಇ 1 ನಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಟನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗಿದೆಯೇ ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 


೧/'(1/3) = ™ [(140)13-1] 


=1 
hwOoe - 1113 


1೧7... [(14/0)13- 1] 
1೨0- 1 


Bt ಆ (1 


ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿಷ್ಟನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗಿದೆ. 


(/' (1/3) = = 


11.8.4 ನಿಷ್ಟನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಗಳ ಸಂಬಂಧ 


ಒಂದು ನಿಷ್ಟ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನವುಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವುದು ಎಂಬುದನ್ನು 


ಈ ಮುಂದಿನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಮನಗಾಣಬಹುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ: !/ಎಂಬಉತ್ಪನ್ಹವುಂ ಯಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಟನ್ನಯೊಂಗ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ! ಉತ್ಪನ್ನವು 


೭ ಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವಾಗಿರುವುದು. 


ಸಾಧನೆ: / ಎಂಬುದು ೦ ಯಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಯೋಗ್ಯವಾಗಿದ್ದು, ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 


ಹೊಂದಿರಲಿ. 
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lim fic+h) - fc) 


"0೨0೦ h ಪುಷ್ಟ: 
ಅಸ್ತಿತ್ವದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 

10.1) - fc) 
ಈಗ, ಗc+h) - fc) Ws Xx h (೧೬0) 


lim |[fc+h) - ta] Wy 
h 


lim 
“0 Ifcth)-fd) = ಮ 


lim fc+h)-fc) ಕ lim 
ಗಿಂ h h=0 
f'(c)X0 

0 


h 


lim 
~ 0 100510 
ಅಥವಾ bey fx) = fc) 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಎನ್ನುವುದು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


ಈ ರೀತಿ / ಉತ್ಪನ್ನವು ಯಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ ೦ ಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 
ಎಂಬ ಅಂಶ ತಿಳಿದಂತಾಯಿತು. 


ಸೂಚನೆ: 


(1) ಒಂದು ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು 
ನಿಷ್ಠನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಆ ವ್ಯಾಪ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


(2) ಮೇಲಿನ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮ ಪ್ರಮೇಯವುಸತ್ಕವಲ್ಲ. ಅಂದರೆ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು 
x ನ ಯಾವುದಾದರೂ ಬೆಲೆಗೆ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರಬಹುದು ಆದರೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯವಾಗ 
ದೆಯೂ ಇರಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ : 120 ಎ 00, »ಇ0 ನಲ್ಲಿ. 
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11.8.5 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ನಿಷ್ಪನ್ನದ ವ್ಯಾಖ್ಕೆಯಿಂದ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ವಿಧಾನವನ್ನು “ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯುವುದು" ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. x 
ನಲ್ಲಿಯ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು ರಿ೫ಅಥವಾ ೩x ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 3: 


1 
FT ನ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು 1 (೫) ನ ವ್ಯಾಖ್ಕೆಯಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


. (1) 


" YrAY ಕತ) 


ತ B(x+Ax)+S5 
ಈಗ (2) ರಲ್ಲಿ (1) ನ್ನು ಕಳೆದರೆ 


1 1 


Ay = i 
8(x+Ax)+5 8x45 


8x45 - (8x+8Ax+5) 


ದ ಗಗ ತರ್‌ ಸ್‌ 


—8AxX 


ಅಥವಾ AV = 
ಥವಾ 1) “ಸಭಾ 


ಇದನ್ನು ಗಿ/ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ 
Ay —8x 
Ax (8x+8Ax+5)(8x45) 


ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಗಿ/ಇ0 ಆಗುವಂತೆ ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದಾಗ 


dy lim (Ay) ಸ್ಯ -8 i 
dx ಎ0 Ax’  (8x+5) (8/45) (8x45) 
d | ಕೆ _8 

dx 1845 1 (8/45) 
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ಉದಾಹರಣೆ 4: 
1 


ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ೬1 ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು »ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1 
Ve =x ಒತು 
ಕಿ 
ಎಂದಿರಲಿ. 
.. YAY = (X+AX) 35 .... (2) 


(2) ನೇ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ (1) ನೇ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಳೆದಾಗ 
Ay ಎ (04 ಗುರ್ಗಿಕೌ — x35 


Ay (x+Ax (x) 


AX Ax 
lim Ay lim [(x+AX)S — x35] 
"Ax30O Ax ಯಿೀಡಇಂ (ಗಿ — x 


ಈಗ, ಯ 2 ಆಗಿರಲಿ. Ax>0 ಆದಾಗ, ೭2x ಆಗುವುದು. 


a BN - 
EE ಗೂಬೆ 
ಈ 
3s ತುತ್ತ 
ಹಾ Xx = ವಸ್‌ 
ಅಂದರೆ ಮ ರ 
dx NX 5 
ಉದಾಹರಣೆ 5: 


x ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು (% ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ಮೂಲ ತತ್ವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(೧ ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ). 
y=x" 


”. YAY = (ಗು? 
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~QAy ಇ (X+AX) xX" 


ಈಗ, ಗಿನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


Ay (ಗಿ? 

AX AX ; 
lim AN lim | (-ಗಿ0?- 
ಆ \Ax] Ax0 


MN lim [(ಗಿ0? x" 
EE ಗ ಓಡ | (x+AX) - “| 


ಈಗ, | x+AxX=2ಆಗಿರಲಿ. Ax>0 ಆದರೆ ೭2-೫ಆಗುವುದು. 


lim | 2೨/೧ 
X ೧-1 
. 2-147 | ZX 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಮೇಲಿನ ಮೂಲಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಬ 
ಹುದು. 


6 
ದಾ ಇಚೆ ಇಗೆ ಆ 
ಶಾ (x) Xx | 1 


d 1 d : —1 
ಹಾಗಾಗ ನ —l=z—— He ತ Los ಸ = 
dx (ಗ) dx ಟ್‌ 1x Xx 
d 
dx 
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(1) d ರ್‌ WS d eo RN a. 1 
ಷ್‌ ಬರ್ತಾ = RAY ಜಾರ್ಜ” 

(vi) ೮ (72) ಹ್‌ (x) = x 2೨% x 
dx x dx 


11.8.6 ಎರಡುಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
ಟ ಮತ್ತು ೪ ಗಳು »ನಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿರಲಿ. 
y= ೪೬೪ ಎಂದಿರಲಿ. 


xನಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಕಿ«ಆದರೆ, ಟಆಮತ್ತು ೪ಗಳಲ್ಲಿ ರಿಟಮತ್ತು ಕಿ/ಆಗುವುದು. 
”. y+Oy= (0-80) + (v+6v) 


ಅಥವಾ y= ರಿಟ೬ರ೪ ಆಗುವುದು. 
0 00 p ov 
es ಗ 7 5x 
ಈಗ, ರಿ೩- 0 ಆದಾಗ ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


lim oy lim ou lim ov 
ಹೀ೦0 .ಕ ಠಂ Ox * 5x50 Fx 


dx dx dx 
du dv 
TR ೪ ಹಕ ಸ್ಟಾಕ್‌ ಇಷ್ಟಾ 
ಇದೇ ರೀತಿ 
du dv 
ಇಷ್ಟಾಗಿ ಇದ್ದಾ” ಇ 


ಈ ನಿಯಮವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಮೀಕರಿಸಿದರೆ 

d ಗ್‌ pi du ಸ dV cow 
dx ಔ dX dx dx 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
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ಉದಾಹರಣೆ : y=x+X 


lA ಶೆ 
pee ಜಾ ಚಾ dx (*) 


= 3X42x 


11.8.7 ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಮತ್ತು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಗುಣಲಬ್ಧದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ಎನ್ನುವುದು ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು ಮತ್ತು (ಯು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರಲಿ. 
y= ku 
“. y+Oy = (0-6) 
xನಲ್ಲಿ ಕಿ«ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆದಾಗ ಆನಲ್ಲಿ ಕಿ. ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆಗುವುದು. 
 ಕ/ಎ॥. 6 
oy du 
ಕ Ox 
lim MY lim ರಿಟu 
x0 Ox 6x0 6x 


ಈ ನಿಯಮವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಮೀಕರಿಸಿದರೆ 
du dv 


ER d 
ಡ್ಯ [1 ೬ 1/೬ ೧70 ---] ಹರ್ಟ್‌ '-ರ್ಜ್ಯ* ಗ ಹರದ 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ ಓ117... ಗಳು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖೈೆಗಳು ಮತ್ತು ಟ,೪,೪... ಗಳು ೬ನ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳು. 


ಉದಾಹರಣೆ : ೪-365 


ಯ ಕವ್‌ ಚಾಕು 
ವ ್‌ಟ ್‌ಾ್‌್ಪೆ 


= 3.2x + 5.35 
= 6x+ 15x 
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11.8.8 ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
y= ೦ಆಗಿರಲಿ (೭ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ) 


”. y+Oy=c 
" Oy=0 
Oy 
ಎರಾ =0 (6x40) 
dx 
lim oy dy 
OT ಯ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನವು ಶೂನ್ಯ. 


ಉದಾಹರಣೆ: 
y=3x+5 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಆಗಿರಲಿ. ಇದರಲ್ಲಿ 5ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯೆ. 
y+Oy= 3(x40X) +5 
”. Oy =3.0x +0 


. 


Ox A 


ಸೂಚನೆ: ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಮೊತ್ತದ ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದಾಗ ಅದರ ನಿಷ್ಟನ್ನ 0. ಸ್ಥಿರ 


ಸಂಖ್ಯೆಯು ಒಂದು ಗುಣಕವಾದಾಗ ಆ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನದಲ್ಲಿ ಆ ಗುಣಕವು ನಿಷ್ಟನ್ನದ 
ಗುಣಕವಾಗುವುದು. 
11.8.9 ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ಟ ಮತ್ತು ೪ಗಳು «ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಯೋಗ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿರಲಿ. 


y= uv 
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ದಂತ 


«ನಲ್ಲಿ ಕ೪ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆದರೆ ಟನಲ್ಲಿ ಕಿಟಹೆಚ್ಚುವರಿಯೂ, ೪ನಲ್ಲಿ _ ಶ೪ಪೆಚ್ಚುವರಿಯೂ 
ಆಗುವುದು. 

.. y+oy= (0-80) (V+OV) 

.. y= (urdu) (V+SV) - 0% 


= UOV+ ಟ 80 OU. OV 


ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದಾಗ 


lim u IM ಕ) ತ lim (ಆ 
ಹಿಂ Ox ತ್ಯೊ " ಕೀಡ 2 
ಭೆ lim wha 8 
ಸ 6x /0xX—0 


ಈ ಮೇಲಿನ ಗುಣಲಬ್ಬ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
ವ | 
"ಇ (1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ »€ 2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ) 


= (1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ 2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ) 
+ (2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ »«1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ) 


ಡ್‌ 


ಈ ನಿಯಮವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಮೀಕರಿಸಿದರೆ 

d dw dV du 
VS de ce 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


11.8.10 ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಧದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ಟ, ಳಗಳು ನ ನಿಷ್ಟನ್ನಯೋಗ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿರಲಿ. 
7 
ಮು ನಾ ರ 
y 7 ಆಗಿರಲಿ 
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xನಲ್ಲಿ ಕಿಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆದರೆ ಟನಲ್ಲಿ ಕಿ! ಮತ್ತು ೪ನಲ್ಲಿ ಕಿ/ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆಗುವುದು. 


ETS WOU 
ಸೂ “0/ 
U+OU ಗ್ರೆ 
ಇಸಾ ಯ್ವ ಚಟ. 1 
_ ೪೮ V.OU--U.OV 
V+) 
8/  VOU- UV 1 
5x ಜ್‌ Ox 
du ಡಿ ov 
"Ox "Ox 
(1೬೨) 


8೨೦ ಆದಾಗ ಕಟ, 8/ಗಳೂ ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಮಿತಿಯನ್ನು 


ತೆಗೆದಾಗ 
lim dy _ lim ( 80 ಆ) 
ಹೀಡಿ0 8x x50 = 


11.8.11 a*ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
y= 8" ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿರಲಿ. 


ಬ ಭಟ ವರ್ಷ್‌ 
“y= , ', 
= 8 (65 ಎಸ) 
ಶಾ ಈಟ್‌. 1) 
"ಗೂ eT | 
im . ಶ್ರ. ಗಾ... a{a™-1) (1) 
6x20 8x 5x0 &x ಸ 
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8-1 ಆಗಿಇರಲಿ. 8/೦ ಆದಾಗ ೧0 ಆಗುವುದು. 
- @=1+h 

ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಲಾಗರಿತಮ್‌ ತೆಗೆದಾಗ 

ox log a =log (1+h) 


el h. log a 
ಹ... 10011) 
h 
= (1 ಸರಣ. ಹ 
(100 8) (2 ೫ ; 
= (|008) 
log (1+h) 
= (l0ga) 1 
323 log (1+h)” 
lim ಈ. lim log a 


ಏಣಂ ರ್ಕ /ಎಂ log (+h 


1068 


CT 
1066 


= 10g, 
(2)ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗ ಮಾಡುವುದರಿಂದ 


d 


ಇದೇ ರೀತಿ ೪: 6” ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 


= 6*.10 6 ಎಂದು ಬರುವುದು. 
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lim 
ho 


2 (+h) = 9 


. (2) 


dx ud 


11.8.12 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 
(1) sinx 

y=sinx ಆಗಿರಲಿ. 

y+Oy= sin (x+5X) 

.. Oy = sin (x+0X) - sinx 


C+D 


sin 
2 


D 
[or C-sinD=2cos ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 


ಅ a 
oy = 2cos ಜಿ sin ರತ 


sin (5) 
, pt =2Ccos («3 ಮ ಹ 
Kr 2 y ಕ 

ತ 


ರ್ಕ 
ಟಿ ಚೌ 6 ಕ im sn( 2 ) 
ಹಂ 8x 8x0 2 /8x-0 x 
ಅಂದರೆ, = Cos x.1 ದ ೫ರ ane | | 


6-0 0 _—] 
ಡೈಸ್‌ ತ 
ಫರಾ (sinx) = cosx 


(2) cosx 
y= c೦sx ಆಗಿರಲಿ. 
y+o0y= ೦೦೨ (೧-0 
”. Oy = ೦೦೨ (x+0X) - cos Xx 


C+D C-D 
cosC-cosD = -2 sin ET: sin ಲ್‌ ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ 
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8/2 -2 sin (+) sin 


"ಕ x 
sin ಸ 
im dy ೦ lim ay ox \ lim 2 ಡೇ 
5x0 8x OO ಕಂ 2 ಇಂ ಗ ಸಟ 
2 
= -— sinx .1 
dy ಕೆ | sin 8 
ಅಂದರೆ, £3 = —sinx [ಹಡ ಸ್‌ | 
(3) tanx 
y=tanx ಆಗಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ y= ಬ 
| COSX 
sin (7-೭0 
ಮತು yoy ಎ ! ಕೆಗ್ರಿ ಎ ಎಂಸಿ 
2 Y+Oy = tan (80) ಜು 
_ 51೧ (ರ) 51೧೫ 
cos ೧) 0೦8% 


sin (780 ೦೦5% - cos (180 sinx 
COS (X+0X) ೦೦೩% 


[sin (A-B) = sin Acos B- cos Asin B ಸೂತ್ರ ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ] 


Sin (ರಿ) ಕ sin 0x 
006 (4-870) ೦೦5%  cos(x+5X)cosx 
ಹ sindx _ 5೧ರ 1 
‘8x cos(x+8x.cosx.8x 8x cos (x+8X)cosx 
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lim dy _ lim (೧೦೬) lim ] 
ಕೀಡ0 8x x50 ಓರ / ' ಎ0 [cos(x+5x).cosx 


| 
Mg 4 Ta ended MS ಡೆ 
dx ೦೦8% . COSX 930 8 
1 
ಹಂ ಎಸಿ“ = sec?x 
cos°x 
d 
t = 2 
(4) cotx 
y=cotx ಆಗಿರಲಿ. 
COSX 
ಮು sinx 
ವಸ Ta ಕಿ 
ಸಂಗ °° sin(x+5X) 
COS (X+0%X) COSX 
sin 80 sinx 


cos (x+5X) sinx - sin (7೧-80 ೦೦೪೬ 
sin (x+0x) sinx 


—l[sin (7೧-870 cosx— cos (7-80 sinx] 
Sin (2-80) sinx 


[sin (A-B) = sin Acos B- cos Asin B ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ] 


— Sin (x+0xX — X) 
ರೆ, = 
ಅಭಾ, ಈ Sin (x+0X) sinx 
ಷೆ — sin Ox 
sin (x+5X). sinx 
oy — sin Ox 
6x Sx. sin (x+5x). sinx 


325 


lim oy lim 51೧೮ 1 


6x0 dx ಬ 2ಅ sin (7-೫0 . sinx 
1 ಸ 1 
sin (x+0) .sinxy ಹು 
= —Cosec?x 


d 
cotx) = -cosec?x 
(5) .secx 


y = secx ಆಗಿರಲಿ. 


ಗ್ಗ 
ತ್ತ ೦೦8% 
V+0y = 560 (2-80 ೧) 
1 1 
ರ್ಟ ಮಾ ES me 
೫ Cos (x+0x) COSX 


COSX — cos (x+0X) 
cos (x+0xX) cos Xx 


C+D O° C-D 
sin 


Fults ಲ 


COS (೫-80 ೦೦8% 


ತ್ತ 2೫ (+5) ಷು 


| 0050-0090 ಎ -2 sin 


oy = 


COS (7-80. ೦೦5% 2 


; ( ತೆ 8x 
sin ಕ| sin ರದ 
lim oy lim 2 2 


6x0 x 
ಕ 4 ತಂ cos (x+6x) osx 
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sin x 
`` 0೦6%. COSX 


ಫ್‌ po =1tanx. 560% 


dx 
; ಈ (secx) = secx tanx 
ರ್ಜ = 
(6) cosecx 


y= c೦secx ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ ಭವ 
ಎಕೆ SINx 


y+oy = cosec (X+0X) = 


51೧ (X+0X) 


1 1 


Ee SSE SSE 
y sin (X+6X) sinx 


°° Ssinx - sin (X4+0X) 
sin (x+5x). sinx 


. Sin ಉಪಯೋಗಿಸಿ 


A+B 
| sna-sne =2Cಂs | ಜ್‌ | 


( ME ( ತೆ 
2 cos ಕದದ) sin ಅತಾ ಚವಾಣ 
2 2 


Sin (2-80. 51೧೫ 


2 cos (.. 1. sin ಜಿ 
Oy; 7? ಜ.1! 2 


oy = 


ಕಿ 
sin (x+0x). sinx ಮ ಮ, 
Cos (ss 5೨ sin 8 
lim oy _ —lim 2 2 
ಕೀ0 Ox x0 | sin (x+6X) sin x ಹ 
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dy ೦೦8% 


‘dx sinx . sinx 


= — Cotx. COSecx 


d 
(cosecx) = - cosecx cotx 


11.8.13 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ 106ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
y =10g x ಆಗಿರಲಿ. 


y+Oy =log (1-8) 
" Oy=log (8/0 - log x 


(X+0X) 


ಕ 

ಕಾ 
Sy 1 ( ಸ 
ಸ್‌ Sy log ತ Xx 
1 X ಇ (1+ 6x ) 
PTT x 

Xx 
1 ಭಃ ದಹ 6x 
ಕ 
lim lim ; (ತೆ 
NN ಶ್ರ ್‌ ಡಂ ೦೫ 


ಸ = 2ಇರಲಿ. ಆಗ, 8x0 ಆದರೆ 2>0 


o]” 


1 
em ES 
ಮತ್ತು 7 ನ ಆಗುವುದು 
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lim uy lim 1 1/2 
“0 a. 230 ನ 1 | 


d 1 
oe fo | ಣಾ 
ದ [log x] 5 


ಇದುವರೆಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿದಿರುವ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳ ಪಟ್ಟಿಯನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡ ಬೇಕಾಗುವುದು: 


ಕ d 
—— (X)=nx™" 
dx ಓಟ) ಹಣ 
2 d ES 
dx (ಜ೫ ೬ 26ೆ 
3. d 1 
FUE py LEE 
dx 214% 
4. d 
ಇರ (೫% =cosx 
5, d 
ಧಾ (೦೦5%) = - 61೧% 
6. d 
ಎಂಡ (t = 9602 
ನ್‌ (tanx) = sec°x 
yd d 
— (cotx) ಐಎ -009900 
ತ (cotx) X 
8. d 
೨560 = secxtan Xx 
dx 
9. 


d 
ದ್‌ (cosecx) = -cosecxcotx 
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10. 


—— 036 
8; PEN :] 1 
NN ೫ 
NG se 
—— t=O 
3 (constant) 
bE, d 
—— !ಓ =k. —— 
ರ್ಕ fod) =k.— (0 
॥ 1. ಗುಣಲಬ್ಧ ಸೂತ್ರ 
d 
ಆಂ ಕ್‌ು. +V 4 


dx dx dx ಅಥವಾ 
ಜ್ಯ 
= (1 ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ) 5 (2 ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ) 


+ (2 ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ) ಳ್‌ ಉತ್ಪನ್ನ) 
2. ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸೂತ್ರ 


೬.೬. )= v ತ್‌ dv. 
dx dx 


ಬ 
d d 
ಛೇದ ವಾ್‌ (ಅಂಶ) - ಅಂಶ . ಸ (ಛೇದ) 
(ಛೇದ) 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 
K ಮೂಲತತೃದಿಂದ ನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ. 


ಸಣ 
ಸ 


LR 
೫೪೫ ಸಸ 
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1 ತ 1 
(04807 ; 


ತ್‌ 


(60 —2x.0x - (607 


TNT 
oy —5M2X+0X] 


xox 


im oy _ ಇ!ಗಾ (2x+0X) 
x0 8x OO 5x0 (೧-803. 4 


AN ರಲ 
dx XXX 


d [1]. -2 
0 |X| Ox 
d 1 —n 
ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು ಈ ಮುಂದಿನ ಉತ ನ್ನಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ 
2. axP+bxX+cx+d 


y=axf+bxX +0x+ 0 ಆಗಿರಲಿ. 


d 
ಅರಾ eg ye PY ಟಾ 
dx 


= 3ax¥ + 2bx +c 
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4. (ax+b(¥+cx+O) 
y= (ax+b) (6-0-೦) ಆಗಿರಲಿ. 


6 d d 
೫ ್‌ (ax+b) ರ್‌ (X¥+cx+O) + +0x+C)—— (ax+b) 


= (ax+b) (2x+0) + (೧೬೦) (8) 
= (ax+b) (270 + 80.೧0) 
= 3a¥ +2 (800) x+ bc+ ೩೦ 


5. Nx ೧-1) (೬-2) 
y=Ax(x-1) (x-2) ಆಗಿರಲಿ. 


EE po ES UE eo, ಬಿ 
BAKE ಎಕ (1-2) * ೫ x (೧-2). ರ್ಟ ಟ್‌ ಈ 


6 £8 
“+ (೬-1) (x-2) ನ್‌ (WN x) 


= NX (x-1)1 +N x 0-2).1 (x-1) ೧-2). 


24x 


=NxX(x-1)+Nx(x-2)+ 


(x—1) (೬-2) 


5X —-9x+2 
2x 
6. XxX —2x+4 
2.244 


_ ೫-2೬4 


= ರಲಿ. 
X+2x+4 ತ್‌ 


0 d 
Le 2x44) — (X¥-2x+4) ಇರ್ಲೀ 


ರೇ (42x44)? 


(+244) (2x-2)- (¥-2x+4) (22) 
pi (42x44)? 
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a 24424 NANA 2424-244) 
ಹ (X4+2x+4)° 


_ 2440 -2 (28. 8) 
(2.4) 
4(x—4) 
(42x44)? 


d d | 
Ma (14x) - ೬೬81. 


8 
ಟ್‌ (1೨%) 
1x” - (14x) ಟೌ) 
(1-xY 
ಪ Kx” (1೨% + 14x) 
(1-(%)2 


Ye 
(1-9) 


; 1 1 


x (1x) 6 x (1x) 


X 


y= 
1+ Nx 


dy (141201 ೯೧%) 
dx (1+ Ax) 
NXE xO 24x 


(ಗಳೆ UA 2141203 
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1 (241% 


SE ೨ ____ . ಜಜಾಜಾಜಾ ರಾ ರರಾಣ 


2 (1+ x) 
9. y=8 Vx. logx 


dy _ ಟೆ EN 


1 1 
9 % ಬ ಬಿ 
೫8 ತ ಜ್‌ + (1000 > x” 
| 

x” 2೫” 

2+logx 4(2+logx) 
= 8 TS 

2x” x” 


10. y= X¥e*logx 


dy d d d 
(ಷಾ = X.8.—— (log) + x gx Ae)+e logx— 00) 


೫. ಹ + x (logx)e*+ 0" (l0gx).2x 


೫೮" + Xe logx + 20" logx 
xe* (1 + xlogx + 2logx) 


11. fx)=x5-7x7+x7+1 ಆದರೆ (1) ಬೆಲೆ ಏನು? 
/ (00 ಎ8%1'-7.7.54 2ಎ 8/17-49%(64 2. 


1 (1) ಐ8,(1)7೨49,(1)64 2128349422 39. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 11.2 
ಎಂಡ್‌ NL ಪ ಸ್ನಿಮಿಹಿ 
ರ ಗ್ರ, ಅಜಾತ 2% 


ಓತ ಹಟ್ಯ ಕ್ಟ 


ಇವುಗಳನ್ನು ವಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ. 


100% x, —10X, x” , 2೫ ಇವುಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿ 


3. 


ಬ ಜ್‌ ಟ್‌ 


y=ax+b 
y=mx+c 
y=2e+bxX¥+c 
y=a-bx 

x 
ಟ್‌ 
y= 3logx + 38. + 04 


y=ae+x"+x®°+C 


y=ax+bx+c 
ತ್‌ 1 
ಗೌ ತೆ್‌ 
1 
/ ಎ) 3. 
೫113 


y=x+38x+3ax¥ +a 


y= 1-8)" 
X+x-1 
ಹ 
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21. 


23. 


2 


27. y= 


29. 


31 


32. 


33. 


34. 


RR ಬ 
Ar 


y= (041 (x + m) 


೫5 (40) (*0(0/4ಗಿ 


| & ರಪ 


14x 


pe 2% 
ಸ್‌ 


XX 


XX" 


x+bx 
a-bx 


X 


Nae Ax 


ನ Ix 


20. 


2. 


24. 


26. 


28. 


30. 


y= 


1+x4xX 


_ P-9X 


Q+px 


ಸ ಚ್‌ 


y= 


14x¥2 
ax +bx+c 


ಇರ್‌ 


aX 


8೩೪೫ 


fx) ಇ ತುಟಿ - 2 +5x-1 ಆದರೆ /' ಹಲಿ ಎಷ್ಟು? 


y=x? + xB - 20% 


ಆದರೆ y' (1) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= (2x45) (x-7) ಆದರೆ y' (2) ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ (« ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) 


(ಗ. +a 


(1) (px) + 0 


(1) ೫೧ +a 


(iv) 0 0(* 0) 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ೦s3xನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಮೂಲ ತತ್ವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = 0೦53) ಆಗಿರಲಿ. 
೫ * 8/2 ೦೦53 (x + OX) 
“. Oy ಇ ೦೦9 (3x +3 OX) - cos3x 


cosC - cosD = 2sin ರ sin ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದರೆ 


| 36x ನ —36x 

oy = 2sin ಓಂ) sin ಮ) 
sin (೬) 

ಆ ಪಾಯ ಸ ಲ್‌ 


ಕ 35x 2 
2 3 
sin (5) 
= —3sin br 3 NE 
ಸ 2 38x 
2 
sin ಎ 
lim oy ಸ lim sin ಕ 9) 2 
8x0 8x OO ಕೀಇಂ ಧಗ! 35x 
2 


1.6 ಹ = —3.sin 3x.1 
dx 
=-—3sin3x 


ಬ” 
(cos 3x) = — 3 sin 3x 


2. 9%ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y= 6 ಆಗಿರಲಿ. 


“y+ ಶರ/ಎ 6010 
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oy = © a(x+dx) _ ೧. 


= 6ಉ(6%೬...'1) 


yi ( adx (980 (a6x) ) 
= 6 ತ್ತ ಟಟ; ್ಯಾೂ ಯ ಯ 


ಸ (ತ್ರ (800 (80/05 -| 


4.1 12 Pu Pe 


105 1 a6x ೫ 6x) 

oy = © a | ಸ ಇರ್ತ Te | 
By fy ಕಃ 38% Ra 
ರ್ಕ TL 12 3 

lim oy 
ಸ ರ್ಸ್‌ I 
dy ax d ax ರ್ಕ ax 
ಅಂದರೆ, ್‌ = 46 EE (6 ) ae 


ಶಿ 


ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿ 
3. Axsinx 


y = Nx. sinx ಆಗಿರಲಿ. 


dy | d ವ 
ನಾ ಸ (5171) + sinx. —— (Nx) 


x” cosx + sinx. % Xx” 


51೧೫ 
24x 


= NxXCosx+ 


2X COSX + 51೧ 
21% 
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1-sinx 

1+sinx 
1-sinx 
1-51೧ 


dy _.(149/1೧)0 (- ೦೦8) -.(1- 6/೧7) ೦೦೩% 
ಉತ್ತ (151೧)? 
dy _ -2006% 


ಯೀ (146/0 


1—cosx 
1+cosx 


dy ° (1+cosx) (+sinx) - (1-cosx) (-sinx) 


dx (10080 
2 sinx 
x (1+cosx)* 
6.9 yu 
sinx 
dy _ 8/೧೬ ಗು೧ಿ'-)ಗ ೦೦೪% 
sin?x 
°° NX™ Sinx—X'COSx 
p. 51೧೨ 
ನಗ 3 + 4sinx 
4 + 3sinx 
(4+3sinx). ಕ (3+4sinx) - (3+4sinx) ಡಹ (4+3sinx) 
406 0% dx 
(4-3 sinx)? 
(4+3sinx).4cosx - (3+4sinx). 3cosx 
(4+3sinx)* 
°° 16cosx- 9cosx 
yy (4+3sinx) 
ಶ್ರ 10093 
(436/೧0? 


8. y=ecosxlogx 
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6 
ಮ = 6”.COSX. ತ (100700 logx—— (cosx)+Ccosx. logx—— (9) 


i. ಹ AR e*cosx + e”.logx (-sinx) + ೦೦5% logx.e* 
ಯ OX 
= 55057 - e*sinx.logx + 0" cosx.logx 
; dy COSX 
If pes ARE ಎಡ. _ | cosx.lo 
ತ್‌ 9" ಸ್ತ sinx.logx + ೦೦೩% 91 
9-1 
Br ಜಿ 
(0%1) 5. (051) ey (61) 
ಸ್‌ dx dx 
(e+1) 
(ee (ete 
ಬ | (e+1)2 
ಈಸ - ತ್ಸ... 20. : 
(೮1)? ‘(exp 


1 
10. y=xXsinx+ ೦೦೪% ಇರ್ತ ೫೧೬ 


dy 


ಧಾನ ಸ Re 


Wr: d 
=X.—— (sinx)+sinc. -ರ್ವ್ಯ + ರ. (cosw+— ತ್‌ 


ಈ ಈ 1 
= XCOSX + sinx.1 - sinx + ——. sec?x 
12 


11. y=cosecx + secx + 3cotx 


dy 
dX 


1+tanx 7 
ತತಸಬ ಕೋ ಟಟ ನ ?) 
(ಗ f(x) x ಆದರೆ f 5) ಎಷ್ಟು ‘ 


d d 
(1—tanx) ವ್‌ (1+tanx) - (1+tanx) (1—tanx) 


=— Cosecx.cotx + secx.tanx -3.c0sec?x 


1'(0 = 
(1- tanx)* 
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ಟೆ tanx). sec?x —(1+tanx). (-sec°x) 


is (1—-tanx)? 


sec?x (1- tanx + 1 + tanx) 
(1-18೧)? 


256ಯ« 
(1-18೧)? 


ಹ (ಬ 
"ಣಿ ಪಾ 


on yy (1- 3) 3) 


4 — 
- = iy ae. 


11.9 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


e +6 


ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಿಕ್‌ ಕೊಸೈನ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮತ್ತು ತದ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಹಾಗೆಯೇ, ಹೈಪರ್‌ ಬೊಲೀಕ್‌ಸೈನ್‌ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 


3 ಹಿಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಲಾಗಿದೆ. ಅದನ್ನು $1೧0೧೬ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಉಳಿದ 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನೂ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ: 
್ಲ ಆ.- ೯" 
sinhx = ಸತಾ 
e+ ೯೮" 
coshx ಎ ಎಂಎ 
2 
sinhx 9-೮೯" 
tanhx ಎ ದಾ 
coshx ಆ.64" 
coshx 1 e+” 
cothx = ಹೆ ಈ 
sinhx tanhx e—ಆ್‌* 
1 2 
sechx = 


coshx e+e 
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1 2 
cosechx = ——— ಯಂತ 
sinhx ೮-6" 


ಈ ಮೇಲಿನ ವ್ಯಾಖ್ಕೆಗಳಿಂದ ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


cosh?x - $1೧೧72 = 1 
560023 = 1- tanhx 
cosech?x = coth?x - 1 


sinh2x = 2sinhx coshx 


೦೦5೧ರ = % (1 + cosh2x) 
$1೧೧23 = % (cosh2x - 1) 
sinh2x 


1 
2 
3 
4 
5. cosh2x = ೦೦5೧೬ + sinh*x 
6 
7 
8 ಸಸಾರ 


= 2tanhx 


11.10 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಪ್ಪನ್ನಗಳು 


ತ ತ್ರ ಕಾರಗಿ ೮ 
? ORS TORS TINS NST 
ಜಗ 2 ತ ॥ 
I ಏಕೆಂದರೆ ALN = ೩6 | 
dx 


= €೦shx (ವ್ಯಾಖ್ಯೆ) 


d 
ಎ. (sinhx) = coshx 


dx 
2, y=coshx = ತಸ್‌ 
2 
dy 1 d 
= sinhx 
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d 
Ty (coshx) = sinhx 


sinhx 
3. = tanhx = —————— 
Ee coshx 


gy Cosh ಸ (sinhx) - sinhx ಸ (coshx) 


dx (coshx)* 


coshx. coshx - sinhx.sinhx 


(೦೦5007 
0050 - sinh?x ಸ 1 
(coshx)?  (coshx)? 


= (sechx)° 


d 
—— 2 
pr (tanhx) = sech“x 


ಇದೇ ರೀತಿ ಕೆಳಗಿನ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


6 
ಜಾಜ್‌ ಐ 2 
4. ಹಡ (cothx) ಎ -0೦೦೨೨೦೧7% 
5 ಬು (sechx) = -5600 tanhx 
ಪ dx ಕಾರಾ 


6. ತ (cosechx) ಎ - cosechx cothx 


ಹೈಪರ್‌ಬಾಲಿಕ್‌ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಠನ್ನಗಳನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ ಪಟ್ಟಿಮಾಡಲಾಗಿದೆ. ಈ 
ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕಾಗುವುದು. 


ಉತ್ಪನ್ನ ೪ ಅಥವಾ 1(x) ನಿಷ್ಟನ್ನ [01/01 ಅಥವಾ 1' (೫)] 


yf sinhx coshx 
coshx sinhx 
3. tanhx sech°x 
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4. cothx —cosech°x 
5. sechx —sechx tanhx 


6. cosechx -cothx cosechx 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


K ತ x coshx 
"Y= Tcoshx 


d d 
i (1+coshx). ಜು (xcoshx) - (xcoshx). ಚ್‌ (1+coshx) 
, (1+coshx)? 


 (1+coshx) [xsinhx + cosh] - xcoshx. sinhx 
pi (1+coshx)* 


xsinhx + coshx + xsinhx coshx + cosh?x - xcoshx sinhx 
ಭಾ (1+coshx)? 


dy x sinhx + coshx + cosh?x 


LE 
ಶೆ dx (1 + coshx)? 


2. y=Xtanhx 


dy 


ಎಂ —— =X¥sech°x+tanhx. 2x 
dx 


=X sech°x+2xtanhx 


344 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.3 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಪ್ಪನ್ನಿಸಿ. 
1. x-tanx 
2. xtanx 
$.೦೧ಫ. 
tanx 
4. Ax: cotx 
5, Vx+cotx 
Vx 
°  cotx 
7. ಸು. 
(1 
8. asecx 
9. Vx log,xtanx 
10. JX C9 
cotx 
11. e*sinxlog,x 
12 5+3cosecx 
°  3+5cotx 
13. a+b cosx 
b+a cosx 
14. Senne COSX 
Sinx 
15. 
e +1 
16. e*log,x 
17. (1-X) cosx-log,x 
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18. 


19. 


20. 


81, 


4 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


೭9. 


30. 


31. 


32. 


log,a 


°° Sinx dy ., 
ಜ್‌ ಆದರೆ, ಸ್‌ ಬೆಲೆಯನ್ನು 


X= ವ್ವ ಆದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 cosx+4 
4-3 ೦೦9% 


ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
tan2x, sec3x, ೦೦೨೨೦2 61೧3 

lim 1(-೧)-ಗೆ0 
(0 h 


fx) = ಆದರೆ 1'(0) ಮತ್ತು ?' "ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


f(x) = sin x+ 2 cosx ಆದರೆ ಬೆಲೆಯು cಂsx-2sinx 


ಆಗುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಅ" cosechx 


xe” 
1+coshx 


1-tanhx 
1+tanhx 


x 
sinhx 


sinhx 
1+coshx 


ಅ" coshx+logx coshx 


e* tanhx 


(ಇ + 7p tanhx 


X 


(2-2) sinhx 
ಇ ಭ್ಯ 


e* cosechx 
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11.11 ಸಂಯುಕ್ತ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 


(ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ) 

೫ = ಗೆಬ) ಮತ್ತು 0 ೬ (೫) ಇದ್ದಾಗ, ೪ ಎನ್ನುವುದು * ನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನದ 

ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುವುದು. 

ಎಸ ಬ್‌ 188 

CAS ಈ 

ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 8-೨೦ ಆದಾಗ 84-೨೦ ಆಗುವುದು. 
lim oy im Sy lim ou 


“8x30 ರ್ಶ `ಹಿಎ0ಂ Bu 5x50 dx 


dy _ 0% du 


a, 
ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಮೀಕರಿಸಿದರೆ, 
y=flu), u= ಥಿ(ಗಿ, t= w(w ಮತ್ತು w= F(x) ಆದರೆ, ಆಗ 
dy dy du dt dw 
dx du dt dw dx 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. y=sin(logx) 
ಇಲ್ಲಿ, / ಇ sinu, 1 = 100 (x) ಎಂದು ಭಾವಿಸಿದರೆ, ಆಗ 
dy Wl dy dy du 
a Pray nr 
A ) 1 
ನ್‌ = cosu.— = cos (10070. ತ 
dy _ 005(00%) 
ಗ್‌ ತ ಪಸ 
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2. y=coshx’ 


ಟ=x', ಇರಲಿ ಮತ್ತು ೪-೮೦೦sh 0 ಇರಲಿ. 


ಆಗ /ಇ ॥? 
du “ಆ... 2 ಡ್‌ 
ಈಗ, ಕ್ಸ್‌ ಗೆ, ಗ್ರಾ = sinhu, ್‌ ತ 2/ 


ಡಿ dy dv ೮೮ 
"ಗ ರಗ್‌ ್‌ ಯ 
= 20 sinhu. nx ™' 
= 2 coshu. sinhu. nx ™" 
ಅಥವಾ I =2nx"™' ೦೦5೧7? sinhx” 
dx. 
ಸೂಚನೆ: ಅನೇಕ ವೇಳೆಯಲ್ಲಿ ಈ ರೀತಿ 0, ೪ ಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸದೆಯೂ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 
ನೇರವಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿಬಹುದು. . 


ಈಗ, ೪ - ಂsh?x ಅಂದರೆ 

y = (cosh x”)? 
ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ, ಘಾತದ ಉತ್ಪನ್ನ, ನಂತರ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ, 
ನಂತರ x ಉತ್ಪನ್ನ ಎನ್ನುವ ಕ್ರಮವನ್ನು ಗಮನದಲ್ಲಿಟ್ಟಿದೆ. 


ಬ MY = 2coshx”. sinhx”. nx ™! 
dx 


= 2nx"™!. coshx”. sinhx” 
3. ೫ ಇ ಗ8ಿಗಿಗಿಗ 20% (ಗರ್ಗ)? 


ಜೆ ತೆ = 17 (tanh 7)? (560೧7) nx ™! 


= mnx™ (tanh™! x) (sech?x”) 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 11.4 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಪ್ಪನ್ನಿಸಿ 


1. 


2. 


sin ax 
ಇಲ) 
b 
61೧೫. 
Vx 
x Sinx 


Xsinax 


. Coe" 


51೧7 cosx 
cos3x sinx 
56ಯ tanx 
tan mx 

cot ax 

sec ax 
cosec Mx 
(tanx—cotx)? 
ಪ್‌ 
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ಆ" Ax 


log (a+be™”) 
xAlogx 
sin (log X) 
log (sinx) 


log (sinx ”) 


sin Nx 


. Asinx 


log 1 sinx 
log tanx 
log (sinx ”) 
log Vx 


log x° 


. tan (1000) 


ಷರ್‌ 
ಗಾತ 
pe 

sins 
(14x) 
(1+) 


X+NX +1 
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45. 1160೧ 1% 
(46. sin”x cos’x 
sin™x 
c0s’x 


48. sin(nx”) 


417. 


49. 0 


1-26 
50. 100 ಜ್‌ 


bi ENE 
156" 
11.12 ವಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಪ್ಪನ್ನಗಳು 


೫ f(x) ಆದರೆ x=) ಆಗುವುದು 


ಈ ವಿಧಾನದಿಂದ ನೇರವಾಗಿ ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
ಸೂಚನೆ: ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ವೃತ್ತೀಯ ಉತ್ಪಸ್ಥಗಳೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


1, . ಇ 6೧೯3 


dy 1 1 1 
FE 
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dy JS ಆ —1 
dx sinyy i-cosy 11-೨೭ 


y=tan'x 


» X=tany 


= Sec®y= 1+tan?y ಎ 16 


dy ಚಹಾ 
ಅಂದರೆ, & (tan X)= ನ್‌ 


y= cot'x 


“X= Coty 


ಸ್‌ ಇ —Cosec?y = —(1+cot ಶ/) = —(1+X) 


dy 1 
ಜ್‌ 1-25 


ad (cot Xx) ದ eR: 
dx 1.26 
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5. y=sec'x 


ಇ. X=Secy 
ಸ = secy tany = x. \sec?y-1 = ೫1/06-1 
dy 1 
dx x Nx 
d 1 
— (90073) = 
dx x Nx-1 


6. y=cosec'x 


ಇಲ್ಲಿ, y= cosec'x=—— - 560% 


1 
(cosec'N=- - 
dx x Nx-1 
ಸೂಚನೆ: ೦೦5”'x ,೦೦t'x ಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 
cosx= ೨೮. 61೧೫ 
2 | 
೦೦೯ = —— -tan'x 
2 
ಎಂಬ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಬಹುದು. 
ಉದಾರಹಣೆಗಳು 
1 y=sin'x ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = sin”'x ಅಂದರೆ x = siny 


”. X+ Ox = sin (y+ OY) 
”. Ox =sin(y+ Sy) - siny 
2ydy . Oy 
= 2006 > sin ಜ್‌ 


C+ C-D 
ಏಕೆಂದರೆ, sinC - sinD = 2cos ನ್‌ sin ರ 


sin 
ಕ oy 2 
ne & 0006 ]) ಹ 
ನು ಇ 


lim ox dx 
ಇರಾ =0c0sy.1 ಅಥವಾ ಧ್‌ = COSY 


ಸೂತ್ರಗಳ ಬಳಕೆಯಿಂದ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ. 


ಈ ಮುಂದಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಸೂ 


X 
ಫ್ರೈ ಜರಾ ಜಾ 
y = C0S™'x 


0೦57'3.1-- ಕ್ರೋ ಗರ 
ಡೇ ನಂ 1-೬ 
ಚೀಪ ಲ AE 
ಇ 1-X cos 'x+ x 


(೦೦5710311೯ 


3. ys 67908-1 { iog cor ) 


ರ ಹ್ಯಾಗ್‌ (ಇಸ — (70057100 cos YX) 
m 1 1 


e™os ed EET ಗೂ 
[1-(logcos 10]* (0051/00 211% 


ಅಥವಾ - ಸ ಫ್‌ 
`` 217೯(005179 {1-(logcos 2)” 
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4. 


ಈ = 
dx 


೫ =tan' YYX+cos'x 


6 Pecos 
eee eee NCO 
1+ \x+cos'x dx J 
LE 1 ವಳ ಜು] 

14(02:005) 2 (0800670* [21% ಚಾ 


dy ೫1೨೮೨೨೪ 
A ~~ ಪಾಷಾ 
dx 4x, 11-25, (Nx+cos™x)”* {1+ Yx+cos'x} 
ತ a+bcosx 
x b+acosx 


dy 1 d a+bcosx 
dx / bcosx ) dx b+acosx 


ಕೈ 
ಇ b+acosx 


b+acosx (b+acosx) (—-bsinx) - (a+bcosx) (—-bsinx) 


(0-೫) (1-cos*x) (b+acosx)? 
1 (2-2) sinx 
(b+acosx) 1 (0ೌ-8) sinx 


ಬಜ dy OO AEE 
ಗಜ ‘dx OO bxacosx 


Ke 
asin sin’ ಜಾ 
7) 
355 


ಸಗ್ಗ! 
sin” — ಇ ೦೦6907 x ಆದ್ದರಿಂದ 
X p 


dy _ asin (acosec'x) 
dx x NX 


ಈ ಮುಂದಿನ ಪಟ್ಟಿಯಲ್ಲಿರುವ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡೆಬೇಕಾಗುವುದು: 


| F ಹ (sin™x) = 


dx 1x 
ಬ ನಡೆ (cosx) = ಹಾ 
dx V1-x 
d 1 
ಹಾಹಾಹಾ ಹ್ಮ್‌ a 
3. ತ್ತ (tan™'x) ನಾ 
d ಸ ಎದ 
(ಸರಾ 6 ಸಾ 


y | | 
ES a Be 
dx 3 ಫ್‌ 


6. "ತ (೦೦56071) = ನಟಿ 
dx AN 1 
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ಇವುಗಳನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ 


1. 


3. 


5. 


7. 


27. 


29. 


31. 


© y=tan™ 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.5 


y=tan'x 

y =log 1೩೧7» 

y = tan" ನ್‌ 
a 

y = (tan x)° 


y = sec"'(tanx) 


. y=esin'x 


x Sin™x 

y= eta ೩ 

y = log (a+be™™" ») 
y= (xsin'x)” 


1+x sina 
“1 -1 
y= ೦s 59006 xX 


y= (sec'x 


357 


28. 


30. 


32. 


y =tan'e* 


೫ =log (tanx)y™" 
1-5 
17ನೆ 


y ಇ tanx.sin'x 


y= cos" 


y = tan" (secx) 
y= 

y= 910057೬ 

y= 0೧7 99006 
y = log (443075 ಖ) 
y= (x+Ccos"x)” 


೩ sina 


=Cot' ಎಡ ಪಡು... 
4 170050 


y=x ein” ಗ್‌ 
೫ ೫ 100 cosec’'x 
+x 1100% 


a+bcosx 


=tan" ———————— 
4 b+a cosx 


y= sin'x 


33. / ೬ ೦೦61೫» 


35. / ೬೦೦5೫ 11 


31. ೫008” 


ಗ್‌ 


1 
<a (ಬ 
34. y=sin | 


36. y=sin' — 
14x 
ಜಗ ಲ ಲ್ಸ JE 
170090 


11.13 ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ (ಆದೇಶ ಕ್ರಮದಿಂದ) 


ಕೆಲವು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ನೇರವಾಗಿ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದರ ಬದಲಾಗಿ, 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಯಾವುದಾದರೂ ಆದೇಶದಿಂದ ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತಂದು ನಂತರ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸುಲಭ ಮಾರ್ಗ ಎನಿಸುತ್ತದೆ. ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


y =cos"' (46-30 


x= ೦೦59 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ ಉತ್ಪನ್ನವು ಈ ರೀತಿ ಬದಲಾವಣೆ ಹೊಂದುತ್ತದೆ. 


y ಇ ೦೦87 (46-30 
= 0೦57 (400936 - 30086) 


= C೦5" (cos 36) 


= 36 
Sc SOS 
EE: ES 
re 
y =tan" ಕ್ಷಿ 


೩ ಎ 18೧9 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 6ಎ 18೩೧7 x 
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ರ್ಜ 1141೩೧: 6-1 2 5509 —1 


1೩೧6 tan 6 


[$) 

9sin® —— 
= tan [ees] = tan 0ಬ SN 
sin@ 0 


0 
260 —— 006 -- 
0 ೧ 
= tan (an $) ಹ ದೂ 
| 2 2 


2 2 
1 1 
Le., y= 3 tan™'x 


. dy 1 
te 2(1+x) 
2x 
= ಎ. 
3. y=tan 


= tan” (18೧26) = 26 


Le., y=2tan'x 
KE. 3 
“ae OO 
ALE +x Nix 
4X + 1X 


೫? = ೭೦56 ಆದೇಶಸಿದರೆ 6 ಇ ೦೦8೯೬2 ಆಗುವುದು 
ಈಗ, 11432 = N1+cos6 ವ 200° 7 006 ನ 


ಮತ್ತು 1-¥ = 111-0066 =, 2 sin? V2 sin _ 


| 


359 


0 p 9 
Fz co5—— ~sin ಇ) 


ಸ. yetan ಸ 
— +sin 
ಇ2 (cos > + Si ಜಾತಿ 
1 — tan Rl 
2 
= tan” 
1 + tan ಸ್ರ 
2 
¥ ಷೆ Ry 0 
tan an (-- ಜನ ) 
ಕ ಸ 6 
ತಿ 2 
7 | 
i ನೇರಿಗೆ 1 2 
1.ಆ., y y > ೦೦6” ೫ 
6 —1 “ಗ್ಗ 
ಡ್‌ ಕೆ? ಸನ್ಯಾಸ. 
dx ಘ್‌ ಶಾ 2141-೨4 
1.6, ಕ = ಬ 
dx Vix 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 11.6 


(xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ಇವುಗಳ ನಿಪ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


1. sin’ (3x-4X) 


2x 
sn 
RS 
3%- 
ಇ 
೩ a ಛಾ 


af IHX se ಐ ದ 
7. tan ಆ (ಸೂಚನೆ : x - ಈ೩೧ 9 ಆದೇಶಿಸಿ) 
(120 + (1-0 
acosx - Bn) 


(ಸೂಚನೆ : ೦x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ _ ೬an « ಆದೇಶಿಸಿ.) 


10. cos" ee) 
XX" (ಸೂಚನೆ: »ಓಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, » - 1೩೧9 ಆದೇಶಿಸಿ). 


1-009 \* 
11. “(ದ್‌ 
ಮು ln 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


sin” (ಎ ? ಇಡೆ (x = cos 8 ಆದೇಶಿಸಿ). 


sin” [(2ax (1-2 ¥)”] 


tan” 


ಗ್‌ 

sec! ಸ 
1-24 

sec 1೩೧% 


cos” (1-2X) 


೭೦s” (5) [x = 18೧9 ಆದೇಶಿಸಿ] 


s0”'( 1+x ) 
1-8 
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11.14 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 


1. sinh" ೬ ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
y = $51೧೧7' x ಇರಲಿ. ಆಗ 


sinhy = x ಆಗುವುದು. 
d | d 
~ (sinh) = —— 
dy 
ಅಥವಾ cಂshy = 1 
RT 
dx coshy 
1 
Y 1+sinh?y 
1 
ಇ 14x 


cosh?y - sinh?y = 1 
”. coshy = 1 1+sinh*y 


2. ಂsh'xನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


y = cosh”'x ಇರಲಿ. ಆಗ x - ಂshy ಆಗುವುದು. 


| d d 
ಲೇ ರ್ಥ ನ (x) ರ್ಥ (coshy) 


ಚ್‌ 

ಅಥವಾ 1 = sinhy ಬ 
EE ಬಟ 
dx 61೧/0) 

scot 

Y cosh?y—1 


cosh?y - sinh*y = 1 


ಜ್ಯ Ycoshy — 1 = sinhy 


ಸ್‌ 
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1 


d 
ಇ (೦೦೨50೯10 = 
dx YX -1 


3. ‘tanh'xನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


y = 18೧೧71 ಇರಲಿ. ಆಗ x=tanhy 


— (anhy) =—— (9 


dy 
2 — = 
ಅಥವಾ ೨59015 ಸ 
ಈಗ, cosh?y - sinhy = 1 
cಂ೦sh?y ನಿಂದ ಭಾಗಿಸುವುದರಿಂದ 
1 - tanh3y = sech*y 
ಎರ ಓ॥ 


dx sech’y 


1 
1—tanh?y 


(x ?«1 ಆದಾಗ) 


fe 


4. oth" xನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


y = ೦೦೧೯ « ಇರಲಿ. ಆಗ x=cothy 


ಸಂಗ) - —— 0 
dy 


My =1 
ಅಥವಾ -cಂsech°y ಸ್ರ 


ಈಗ, cosh?y - sinh?y = 1 
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sinh?y ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 
cothy - 1 = cosech”y 


y_ 3 ಸ 
‘dx ೦೦659001) coth?y—1 
—1 
ಮ 2 
ಡಾ (x *>1) 


4.1 


ತ ತ (೦೦೪೧0 = 


(x *>1) 


sech”'x ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
y = sech”'x ಇರಲಿ. ಆಗ x= sechy 


d d 
ME Ce. 
dy 

—sechy. = 1 

sechy.tanhy ನ್‌ 

ಜಾರ $60/7)/ = 1-18೧/7] 

ಟ್‌ dx ಬ್ಯ ~.tanhy = Y1-sechy 
A £8 = (೫104 (ಗೀ) 

dx x 11-2೬ 


d ದ್‌ೆ 
”- — (sech'x) =-——— (¥<«1) 
ತ್ಲ್‌ 


೩ 1% 1-26 


೦೦೨6೦೧೯ x ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


y = cosech”'x ಆಗಿರಲಿ. ಅಗ x=cosechy 


ಕ್ಯ ಈ ಕ 0 
- —— (90660 ಬರ್ಥ್‌ (x) 


ಅಥವಾ - cosechy.cothy ಸ = 1 
dx 
ಈಗ, cosech*y = —1+cothy 
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-. coth?y = 1400990151) 


cothy = V1+cosech?y 
ಇದನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


—cosechy. 10056073 3: = 


ಅಥವಾ -x 14x ಟಾ 
dx 


ಈ ಮುಂದಿನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕಾಗುವುದು: 


೬ ದ 


A 


4, 


ಎ 

dx 14x 
ಸ (cosh x) = 

dx ಗ್‌ 

6 ಸ್ಸ 
ನ್‌ tanh'x) = PR 

d —1 
ಜತೆ 1 = 

ಡು (coth™'x) ಡಾ 
೬ನ (56೦೧-10 = ಕ್‌ 

dx xN 1-x 


ನನನ (cosech”'x) = ಆ. 
dx XN 1.4 
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1x 


ಇ (1+x) + (1-0 


dy dy du 14x (-2) 
ಯೀ du dx Jae (14x 
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1 ಮತ್ತು CNN 
V1 + dx (10? 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.7 


(ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ಇವುಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


1. sin Ax 2. cosh ೪14% 
3. sinh” (೦೦5600 4. em 
ದ್ದ. ಅಂ” 6,  xcosh'x 
7. i+X.sinhx . 8. : coshNx 
9. tanh x 10. xen 2 
TH 14x 2-3 

11. tanh‘ 1! % (140 12. cosh" ಷಿ ) 

ಈ X (6 Xx 
13. tanh” tanh ಆ 14. tanh (tan ಫಗ ) 
15. tanh“ Ax 16. tanh ಸ 
17. (tanh ¥)° 18. 11... (ಔ 
19. tanh Ax 20. Ai+tanh”x 


11.15 ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು, ಲಾಗರಿತಮೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು, ಪ್ರಮಿತೀಯ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಇತ್ಯಾದಿ 


11.15.1 ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


x ಮತ್ತು yಗಳ ಸಂಬಂಧವಿರುವ ಒಂದು ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನ ಗೆ) - 0೦ ಇರಲಿ. ಈ 
ಸಂಬಂಧ ಸೋನ ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡು ಕಡೆಗೂ ೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸುವುದರ 
ಮೂಲಕ ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ: x4) - 380/ ಆದರೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 
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ಬಟ್‌ -.* ೫.1 | 


ಅಥವಾ ಆ (-ಖರಿ = ay- X 


dy ay- Xx 


dx y¥- ax 
11.15.2 ಲಾಗರಿತಮೀಯ ನಿಪ್ಪನ್ನ 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಲಾಗರಿತಮ್‌ನ್ನು ತೆಗೆದು ನಂತರ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 

ವಿಧಾನವನ್ನು ಲಾಗರಿತಮೀಯ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಎನ್ನುವರು. 
ಉದಾಹರಣೆ 1: ಎ» 
ಲಾಗರಿತಮ್‌ನ್ನು ತೆಗೆದರೆ 

log y = Mogx 
ಆಗುವುದು. ಈಗ, ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 

1 dy 


ಸ ಕ ತ 1.100) 


dy 
ಅಥವಾ ga | yy =1+ log,x 
4% =109,6 +109,%x (1 = 10,6 ಆದ್ದರಿಂದ) 
= log ex 
. | 
ನ y.logex 


ಯ 
ಅಂದರೆ, Fl x*log(ex) 


dy 
ಉದಾಹರಣೆ 2: y = (sin) + (೧೦8೫) ಆದರೆ ವ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಲಾಗರಿತಮ್‌ನ್ನು 
ತೆಗೆಯಲು ಆಗುವುದಿಲ್ಲ. 
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ಇ (sinx)°* ಮತ್ತು ೪ = (೦೦೫870 ಇರಲಿ. 


ಆಗ / = 1.೪ ಆಗುವುದು 
dy du ಕ dv 
‘dx dx dx 

ಈಗ, logu = cosx log sinx 


1 du 1 
pp (-sinx) log (sinx) + cosx. pr ಖಲ 


U 


cos°x 


— sinx log (sinx 
Sinx 9 ( 


du ಜ್‌ ೦೨೨ 
ಸ್‌ (51೧0 For sinx log (sinx) | 
dV | ೫ 51೧೨ 
ಇದೇ ರೀತಿ, ಕಾ (೦೦೪0 pa log (cosx) ಇಸ್ಟ್‌ | 


eh - du _ ೮೪ 
ಬಗ ಜ್‌ dx 


cos?x 
= (Sinx)°°sx - — sinx log (sin 
51೧೭ 
+ (cosx)™ |cos log (೦೦೫/0 - — 
0೦9% 


11.15.3 ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


ಕೆಲವು ವೇಳೆ ಮತ್ತು ೪ ಎರಡು ಚರಗಳೂ ಮೂರನೆಯ ಚರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ. ಈ ಮೂರನೆಯ ಚರಕ್ಕೆ ಪ್ರಮಿತಿ ಅಥವಾ ಪ್ರಚರ 
ಎನ್ನುತ್ತಾರೆ. ಇಂತಹ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಎನ್ನುವರು. 


dy 
ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಪ್ರಮಿತಿಯನ್ನು ವಿಲೋಪನ 


ಮಾಡಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. ಕೆಳಗಿನ ವಿಧಾನವನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ ಸ ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


x=ಗ1, y= 9(1 ಈ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಲ್ಲಿ ! ಎನ್ನುವುದು ಪ್ರಮಿತಿ (ಪ್ಕಾರಾಮೀಟರ್‌) 
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ಆಗಿರಲಿ. ೫೬ ಗೆಗಿ ಆದಾಗ [೬ /”' (x) ಎಂಬ ವಿಶೋಮ ಉತ್ಪನ್ನ ಇರುವುದರಿಂದ 


y=9(0=gf'(x) 
ಎಂಬ ಸಂಯುಕ್ತ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುವುದು. 
ಹ ಯ ಗ್ದ dy ಶಿ! 
ದಾಲ ರ್‌ ಚ್‌ ೈ ರು ಸ್ತ 
dy dy 6 
a ಸಹ Ts 
6! 1 
se ಲಾ 
ಇ) 
ಕೇ ರಿತ 1? 
‘dx a (ಈಊ 
(] 
¢ ka 
ಭಧ ರ್ಗ ಸಕ್ಕ 
(3) 


ಉದಾಹರಣೆ 1: (ಇ 8೦೦9 y=asint 


—3acos®t sin t 


a] ೧ 


ಮತ್ತು ದ್‌ = 3a sin*t cost 


dy 
dy _ 604 _ 386/1006! 
dx dx .. -ಇ9880096/೧/ 
at 
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dy 


—— =-tant 
ಅಥವಾ yr an 
ಉದಾಹರಣೆ 2: 
3at 3at? ದರೆ dy 
CREE 


dx (1413) 3a - 3at.3t? 
ಈಗ, a (1+ 3)? 
a (1+ 3)2 


Bal 6at* - 9a#f 
(1+ 3)2 


_ . 8381(2-13) 
“tp 
dy 
RT 3at(2-t 3) 
ರು kp 
dt. 
(2-t°) 


11.15.4 ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಮತ್ತೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 


ನಿಪ್ಪನ್ನಿಸುವುದು 
ಉದಾಹರಣೆ : 
mf ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಆಗ” 


ಅವಲಂಬಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ. 


X 
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(1-13) 6 at-3at?. 3(2. 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3a (1-2t 5) 
(1+ 3)? 


6at - 38(* 
(1413) 


(1+ 3)2 | 


3a(1-2t°) 


2x 
ಭಾ ) ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ 


ಈಗ, x ಇ 1೩೧9 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


13 
| 


x(1+y)” +y (140 =0 ಆದರೆ 
dy — ಹಾ ಹಾಸಾಸಾಾಸಾವಾಸಾವಾಕಾಣಾನಾವಾ 
dx (140 
ಈಗ, ೫1+)” = -y(1+x)” 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಎರಡು ಕಡೆಯ ವರ್ಗವನ್ನು ತೆಗೆದಾಗ 
xX(1+Y) = ¥ (1+x) ಆಗುವುದು. 
ಅಂದರೆ, * + y=” + xy 
ಅಥವಾ ೫- ಎ xy -xY 
ಅಥವಾ (x+))(4-}) = - xy ((-)) 
ಅಥವಾ (೫x-}y) (x+y+xy) = 0 


ಒಂದು ವೇಳೆ *-y ಆದರೆ ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನವು 2x(1+%x)* -0 
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-. ೫:0 ಅಥವಾ »ಇ-1 ಆಗುವುದು; ಇದು ಕ್ಷುಲ್ಲಕ ಬೆಲೆ. 


-. X೬Y+xYy=0 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು (೫೬)) ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ಗತ ತ ಟನ 


6 
ತ; 4 


dy 
ಅಥವಾ ವ (1.0 = - (y+1) 
dx 


dy 1+y 


dx 14x 
ಈಗ, x+y+xy = 0 ಎಂದಾಗ ಗM1+x) = -x 


2. y= 1 SINX + N SINX + 757%... ೦5 


ಆದರೆ ರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
dx 


ಈಗ, y = Asinx +y 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ವರ್ಗವನ್ನು ತೆಗೆದರೆ 
y?=sinx+y 


dy dy 
“-.2YV—— =C0sx+—— 
dx AX 


ಥ 4 2y-1 
ಅಥವಾ (2)-1) ೬ ೦೦% 


dy COSX 
ಅಥವ ಭ್ಟ ಗ್‌ ಟ್ಟ 
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sinx 
3. y= (sing) ದ್‌ ಆದರೆ, - ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ y ೬ (sinx) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಲಾಗರಿತಮ್‌ನ್ನು ತೆಗೆದರೆ 
log y= ylog (sinx) 
1 dy dy y (cosx) 
PU Sn 
wm 2 (|. 
dy ೫ cosx 
a ET ST 
Ny y *cotx 


ರ್ಕ” 1-y log (sinx) 


4. ೫೨0೫ ದಕ ಬಿ. « logx ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dx (11000 
ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಲಾಗರಿತಮ್‌ ತೆಗೆದರೆ 
ylog x= (x-y) log, 
= (x-—y).1 
ಅಥವಾ vlog x=x-y 
dy _, dy 
JT 
ಅಥವಾ 2 (0081) = +1 = 
3 ae iia 
‘dx x 1+ogx) 


ಈಗ, y (logx+1) = x [(1) ರಿಂದ] . 
ಇದನ್ನು (2) ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
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(1) 


ಈ 


——— +X 
dy <4 1+logx 
dx ~x(1+logx) 
ಸ —X+X+XOQX 
೫1410007 
dy _ 100% 
0... (1410007 
7 (00 0ಗೆ) 
log,x° ಚ 
y= ೫717 (ಬೀಜಗಣಿತದ ಪ್ರಕಾರ) 
dy 1 1 3 
dE log NNT AX = ೫10610 
ಕಾ 
ಲಾಗರಿತಮ್‌ ತೆಗೆದಾಗ 
log y= xlog a 
ಕತ 
ಕ್‌ ಪನ ಸನ loga.1 
ತ ಜು 
ಮ yloga ಇ 8.008 


(x48) ೧-2) | 
(+5) (5-32) 


ke logy=— [log(x+8) + log (x-2) - log (x +5) - log (5-3) 


y= 


KN ಬಜ ಕಾ ಗ ಬ ಸಗ ನಂ 
yd -- 3 ಕರಿ ೫೬೨ 2.5 5-32 
ಒಟು ಇಗ LTR 
ಕ್ಸ ಷ್‌ poy #45 5-8 
1/3 
dy ಜೆ (1-8) (8) (1-2) 2x R 6x 
A (X45) (5-356) X45 5333 
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Y= x*cosx 


”. logy = logx * + log cosx 


= Xlogx + log cosx 

1 dy gt 1 | 
ಮ, =X, ೦0%.1 — ———.sinx 

y dx ikke COSX ; 


= 1+logx -— tanx 


dy 
ಅಥವಾ Rey [1+logx - tanx] 
= X*cosx [1+logx - tanx] 
y = (sinx)°®., cot {e"{(a+bx))} 
“. log y = logx.log (sinx) + log cot {e* (a+bx)} 
1 dy 


೦5 | 1 
A ೫ ಆ ಗೆ ನ logx ರಾತಾ + 1೦ (51೧0) ಜ್‌. 


—1. ೦೦5೨೧ಿ {e{(a+bx)) 


rab) 10.0 + (a+bx)e) 


ಸ = (sinx)'°®. cot {e{(a+bx)} X 


1 | ತ್ಯ sine” (8-00 
7 6,301 ೨% ot ಯರ್‌ 


= (sinx)°® cot (9%8-ರಿ)0) ನ log sinx + cot «100 x 


2 
2sin{e* (8-0) cos 2221 
nd cot {e(a+bx)} [os sinx + cotx. logx 
dx Xx 
-2 0೦6600 (6ರ) 
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d 
10. x=% (tt), y=% (') ಆದರೆ ಇದ ಎಷ್ಟು? 


ಈಗ, = % (1-1), =% (1೧) 


dt d 


dx dy 
[ 


ಹ (1.೧) 
೫.1 (Jer) 


dy 12.1 
ಅಚ ಸ್ಟ್‌ ಸ್ಟಾ” 
1 dy 
11. x=atan6, y= asin 29 ಆದರೆ ನ್ಯಾ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


=asec?0 
ಮ se (2006 26) 


dy dd  acos26 00826 


"dx dx asec6 8606 


= (cos?6 - 81೧76) ೦೦೩6 
= 0೦69 - (sin® ೦೦56)? 
dy 


ಅಂದರೆ, ಇ 0೦$"9- sin?6cos?6 
dx 
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12. ೫ ಇ 26/೧1 y= ೦೦5 21 ಆದರೆ 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, ಸ = 2೦೦೮1, ಡಿ = -261೧21 = -2 (2sintcos?) 


dt dt 
RF 
dy dt _ -46/೧10061 
“dx dx 2006! 


13. x=acos‘f{ y= bsin* ! ಆದರೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


dx 
ಈಗ, =-—4೩೦೦೮! sint, gy 


———— ಕಾ in3 
ಷ ತ 4b sin®t cost 


4b sin®t cost —b sin°t 
-48 ೦೦೪! sint a ೦೦೯! 


dy b 
ಅಂದರೆ, ನ ಬು ೩೧?! 


14. 3ಎ 818೧69, /ಇ 85/೧6 ಆದರೆ 9 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
dx dy 
ಈಗ, ೩೮6608 ಮತ್ತು ಫಾ” 2೩8in8 0066 


ಕದಾ ಮಂತ ವು ಮಂದು ಿ್ಛೆ್ಯ್ಪ 3 - ಇ 261೧9 ೦೦9 
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15. ಉಣ ನ್ನು ೫೫ ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿ. 
ಈಗ, ೫ ಇ ೪x೬1 ಮತ್ತು 25 ೫3 ಇರಲಿ, 


dy 1 ಮ dz 


y ಇವವ ಮ SR 
dX 2141 dx 
dy 
ಈಗ ನಾವು -ರ್ಶ್ವ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. 
Sy Hs 1-1 1 
dz dx dz 2% 2x 
d 1 
ಅಥವಾ ನ ———— 
dz 4:01 


16. 009 xನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ. 


ಈಗ, y = ೦೦5% z2=x35ಇರಲಿ. 


SE dz ಕ 
ಸ ಬ ್‌ sinx ಮತ್ತು ಗಾ «3x 
yp sly dx 
ಜಟಾ “ಶೀ. ಗೇ 
= —Sinx/ 3x? 
dy 51೧೫ 
ಅಂ ಕಾವ 
ಆ ಫಟ | 
17. tan’ ——————ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ₹೩ಗ'xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ. 
Xx ಎ 
© AX 1 
ಈಗ, y =tan" ಕ , 2 ಇಗ (ಇರಲಿ. 
ಹು. 
dy ~~ Ah 


x = 18೧06 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
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560 9- 1 


= tan 
ned ಹ್‌ 1೩೧6 
un (ದಂ sin8 ), 
2sin® — 
= ESE 
py 2 sin ಹ cos ಹ 
2 2 
6 


[9] 
= ಸು ' ——— 
tan (1೩೧ ಸ = > 


1 
ie., y=— tan" x 


dy 1 
dx 2(14x) 
ಈಗ ನಾವು - 6: ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ 
YN 
2 dx ಹ 
1.(1+x) 
2(1+x) 
dy 1 
pA Ta 
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ಅಸರ್‌ ಚ ಟ್‌ 


ಸರು ಗನ್‌ — 11.8 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳಿಗೆ 2 


3x —xy +2y° = 0 

ax¥+2hxy+by = 0 

aX +2hxy+by +2 9X+2fy+C = 0 
೫ (14/1 + y (1+x)* = 0 ಆದರೆ ಎ 
y+x =a 

XxX +y =a 

ಈ =xy 

N+y=1 

¥.y= 1 


.. logxy= xX +¥ 
. +X YY =0 


x+y = 3axy 
ಜೋ 


+ —— ಎಇ. 


ಈ bp 


acos mx + bsin my = 0 


ಸೆ =X 


xsiny + ysinx = 0 
2 2 2 
XT + 3 =a3 


We ಗಧಾ 
AE 0 
Y x 
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dx 


ನಗ್‌ ದ 


"ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


20. 


ya ಡೆ aL 
೫೫೩ /* ಆದರೆ ನ ವಾತಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಗೆ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(x) 

xan + (sinx) 
xe”) 

(tanx)®™ + (cotx) ೫ 


X90 10 (0g 
dy logx 

೫ = 6" ಆದರೆ “a ಮ ನರದು ಶೂಲಿನಿ 

“he ಅದರೆ ಎ2 - — ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

೫-೫ ow 4 Y 

ಆಲ್‌” 

ಈ. 


KS 


' R 
x 


Ke ಟ್‌ 


(cos 


1 


(cor'x) 

(೦೦90 = (siny)* 

Fux 

y=xy" 

y=ex"- ಅದರೆ x ae ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= cos (x”) 


19. 
20. 


(X +8)” 


೦x. 
dy 
ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಗೆ ಆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x= asint, y= acost 


x= a(cost + tsinf,y = a (sint- tcosf) 
51೧81 0೦981 7 


ಮು ಎ.ಎ ಡಾಡಾಾ ಧೆ ಗೆ ದು... 


ಇ 00621 Y 00821 6 


[ 
x = a(cost + log tan ೫ ), y= 861೧! 


x= a (1-6/ಗ೧ಗಿ, Y= a(1-c0sf) 


x= 3cost-2 cost, y= 3sint -2sin3t 


ETE here 
ಕ್‌ palit 7 ಆಡಿ! 
ಗಗ 68777 
a(1-t?) 2bt 
1412 ' 1412 


x-(t+——) ಹ 
3 KLM 


x = log 9179, y = log 0066 
x = 3cosht, y = 3sinht 
X= 63, ಜು 90831 


x= 8 ೦೦98021 y = 0 $1೧1! 
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17. 
18. 


10. 


14/32 -1/1-/2 


x = cos (1001), y = log (cost) 
೫ ಇ 85609, y= 01೩೧68 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಇನ್ನೊಂದರ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
106, ನಿಷ್ಠನ್ನವನ್ನು x? ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(2. 0-೩2). log cot -3- ನ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು 
an’ (೩ ಂsbx) ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


14/2. 11೨3 ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 


Y1-x* ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
sec” ನ ನಿಷ್ಠನ್ನವನ್ನು 1 1-x* ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


-1 
೫೬ * ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು $।ಗ”'x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


sin “ಗ 


ತಿ 
ಗ 


ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x”log*"'xನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 
(106%) ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು sin (770೦5730) ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

$60713 ನ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ೩೪೫3-1 ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

6೫ ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು $।nx ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x ವ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು (61೧)0* ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1125-1 
11. tan ಸ್‌ ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 1೩ಗ"'x ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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11.16. ಅನುಕ್ರಮ ಅನುಕಲನ 
ಎಂಬುದು ನ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ “ಸ ಎಂಬುದು x ನ ಇನ್ನೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 


ವಾಗಿರುವುದು ಎಂಬುದನ್ನು ನಾವು ಈಗಾಗಲೇ ಗಮನಿಸಿದ್ದೀವಿ. 


Y_ ಎಂಬುದು ೫ನ ಉತ್ಪನ್ನವಾದ್ದರಿಂದ ಅದು ಅವಕಲ್ಪವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತೊಂದು 


dx 
ಸಲ ಅದರ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು (ಅಥವಾ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕವನ್ನು) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಇದಕ್ಕೆ ಎರಡನೆಯ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ ಅಥವಾ ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. 


ಭತ SN ಸಂಕೇತದಿಂದ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ 
ಸ್‌ ವಾ (ರ) ಅತವಾ fg ದಿಂದ ಸೂಚಿ ಶವ. 
ಹೀಗೆಯೇ ಇದನ್ನು ಪುನಃ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದರೆ, ಮೂರನೆಯನಿಷ್ಟನ್ನ (ಅಥವಾ ಮೂರನೆಯ 
ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದ We ಎಜೆ ಎಂದು 
ಬರೆಯಬಹುದು. | 


ಉದಾಹರಣೆ: 
We x” + 7x5- 5 ಆಗಿರಲಿ. 


d 
೫ ಪ +7.5x°=6x5 + 35x‘ 


dy 
dx > 


=65x%4+7.5.4.x3 


= 30x* + 140x3 


೮3 
y= =90.4x5 +1403 x5 


= 120x 3.4 420x° 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 y =xsinxಆದರೆy,, y, ೫ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y, = XCOSX + sinx 


Y, = —XSINX + COSX + COSX 
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l.@., Y, ಇ - Xsinx + 2006% 
Y, = — Xcosx - sinx - 2 sinx 
= — Xcosx —3 Sinx 
y =Ae*+Be™ ಆದರೆ y my ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ, y,=m.(Ae™-— Be™) 
y,= m*(Ae™ + Be™) 
ಅಥವಾ y= m"y 
y=A(x+Nx-1) +B (x-NxX-1) ಆದರೆ (6-1) y,+ xy,- My=0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಜಾನಾ 1.2x 
y, =An (NX) [14 


+ Bn (x- Ep | 
214-1 


= An (x+ x1) ಶೆ 
ಕಡ] 

+Bn ಚಾ ಸ್ಯಾ 
Yx-1 


ಅಥವಾ y JET = An. (0X1) + Bn 0-೪2೫-1 —1) =n. [/ 
ಅಥವಾ y, N¥-1 = ny 


೫. x1 + ¥; = ny, 


2x 
2೩1 
1-1 ನಿಂದ ಎರಡು ಕಡೆಗೂ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
ಸ 05-1) + xy, = ny, Je 


ಅವಾ EN 4.20% 3 7.7/[ಏಕೆಂದರೆ ೪, ಸ —1 = ny 
~~ (X—1) y+ xy,- My=0 
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4... / ಇ 6/೧ (msin'x) ಆದರೆ 
(1-3) = xy, - ೧8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y, = ೦೦6 (msin™'x) 
V1-x 


ಈಗ, 1-೫ ನಿಂದ ಎರಡು ಕಡೆಗೂ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


31-25 = mcos (msin™x) 


ಅಶ್‌ ತಕ್‌ ಬಾಗ ಬ 
EN 


ಅಥವಾ (1-5) - xy, = -n?y 
[ಏಕೆಂದರೆ sin (msin™x) = y 
CNY, SAY nF 
5. y=acos (logx) + bsin (log x) ಆದರೆ *y,+ xy, +y=0 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
PP ಸಟ (logx) + ವತ್ತ cos (100/0 


ಈಗ, ನಿಂದ ಎರಡು ಕಡೆಗೂ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
xy, = ~a sin (0070 + bcos (logx) . 
ಡಿ ಗಿ 
“ XY,+*Y,=——cos (logx) -—— sin (00/0 
| Xx Xx 
ಅಥವಾ xy, + xy, = - [acos (logx) + bsin (l0gx)] 


ಸಗ ತ 
“Xx Y,+XY+Y=0 


Dm 
6. cos (4 log ಆದರೆ 


xy, + xy, * ny = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಮಿ KN 

ಈ R ದಃ ದ 32೩೨2 AEE 

ಗ್ಯ, 006 ( log ಛ್‌ ) 
38 


8 


[om ok) 
ಅಥವಾ y= 0006 nog () 
~. y, = -bsin [nwo] ಗ (2) 


ಅಥವಾ xy, ಇ -ಗರ sin [ico | 


ಮತ್ತೊಂದು ಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದಾಗ 
X n 1 
y+, =-nbcos[ neg —- [3 ರ್ಕಿ 
ಗಿ 


ಅಥವಾ xy, + xy, ಇ -n bcos 1 log ಬ 


ಅಥವಾ x", + xy,= -n"y 


ಅಥವಾ xy, * xy, + ೧/20 


y=e™” ಆದರೆ (1೨/2 [-20/ = my ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


m 


ಈಗ, y= ಆಗ p 
ಇ 1-5 
ಅಥವಾ y, N1-x = my 
es Y, (-2%) 
A M+ = my, 
21x 


ಅಥವಾ 7 (1-3) - xy,= my, V1-¥ = m. my 


[(1) ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ y, 11-25 - my ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದೆ] 


2. (1-2) - xy, ಇ my 
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10. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.9 


2 ಅಜ 
logx da dy  2logx-3 


Yk pri Bs 7 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dy 


y = x+tanx ಆದರೆ ೦೦೯೫೬ ಮ 2x = ೭೪ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x = sint, y = sinpt ಆದರೆ (1-3) y, - xy, * ೪-0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y3-3ax?+x5=0 ಆದರೆ 
rk KE 
dx 


ay = sin (x+y) ಆದರೆ 


2 
ನ (+ 3)" = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


= 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= (sin)? ಆದರೆ 
2 
x) dy ಸ We: 
dx? dx 


(1—x -2 ೬0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


X= 8009/01 bsinnt ಆದರೆ 


dx 


Ts + ಗ್‌x ೬ 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= (ಗೆ) ಆದರೆ 
(೫) y, - 10xy, = 12y ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


y = sin (17 18೧710 ಆದರೆ 
(1+x°)°y, + 2x (1+X)y, + ny =0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


=% (Ht), /೬% (ಓ[') 


dy 


ಸ್‌ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಆದರೆ 
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11. 


Ip 


13. 


14. 


15. 


16. 


11, 


18. 


X= 81870, y=— a sin 26 ಆದರೆ 
y=% (tan'x? ಆದರೆ 
(1+) y, + 2x (14%) y,= 1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y = log [x+ 1 1426] ಆದರೆ 


dy dy 
(14x) PPE ತಯ ಎದ = ಛೃಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x= a (೦೦56 961೧ 9) 

y = a (61೧9 - 90089) ಆದರೆ 
dy 

“ಹಾ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

y = sin (sinx) ಆದರೆ 


d*y dy 
ನ್‌ + tanx. ——+ y ೦೦೨೫೬ ೬ 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= (¥-1) ಆದರೆ 
(X—1) y, - (೧-1) 2xy, - 2ny = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= 957" ಆದರೆ (1-5) y, - xy, - &8y = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= es “ದರೆ (1-)y,-xy,-n್‌y = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ 12 
ನಿಷ್ಟನ್ನದ ಅನ್ವಯಗಳು 


12.1ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಲನಾಂಕದ ರೇಖಾಗಣಿತರೀತ್ಯಾ ಅರ್ಥಕಲ್ಪನೆ 


1 ಎಂಬುದು x ನ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನ ಇರಲಿ. y= ಗೈ) ಎಂಬುದು ಒಂದು 
ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿರಲಿ.. P(x) ಎಂಬುದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 12.1) 

Y, 


F “2R M N X 

P ಗೆ ಅತಿ ಸಮೀಪದಲ್ಲಿ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ೧ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 

(+ ರಜ, y+ 8y)ಇರಲಿ. ೧ ಬಿಂದುವು ನಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಕx ಮತ್ತು ಕಿ 

ಗಳೆರಡೂ ಏಕಕಾಲದಲ್ಲಿ ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತವೆ. ೧ ಬಿಂದುವು 0 ಯನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ, ೧Pಗ ಜ್ಯಾವು 7777 ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಥಾನವನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತದೆ. 


Pa A 
- QPL TPL =v 


೫ A 
ಅಥವಾ ೪ ಎನ್ನುವುದು ಬಿಂದುವು ಗಿ ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಾಗ PL ಕೋನದ 
ಮಿತಿಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


lim 
Ny LQPL “tan y = 


Pa 
೧೨೧ tan QPL 


lim 
QP 


ಚ ಖಾತಿ im OL lim oy dy 
"ಸಬ 5೮ PR AOE 
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ಲ ೨ ಓಆದಾಗ ಗಿ/ ಗ! dx ೨೦ 


ನ _ dy 
[ee 


ಯಾವುದಾದರೂ ರೇಖೆಯು *- ಅಕ್ಷದ ಧನ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 96 ಎಂಬ ಕೋನವನ್ನು 
ಏರ್ಪಡಿಸಿದರೆ 18೧ 8 ಎನ್ನುವುದು ಆ ರೇಖೆಯ ಓಟವನ್ನು ತಿಳಿಸುವುದು. 


ಇಲ್ಲಿ Pನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ೦X ಜೊತೆ ೪ ಕೋನವನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
1೩೧ ಭಳ ಎನ್ನುವುದು ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ. 

ಆದ್ದರಿಂದ, ೪ - ಗೆ) ಎಂಬ ವಕ್ರ ರೇಖೆಗೆ - 5೫ =taಗ ೪ ಎಂಬುದು 0(ಟ)/) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ. ಇದು —ೊಷ್ಠನ್ನದ ರೇಖಾಗಣಿತ ರೀತ್ಕಾ 
ಅರ್ಥಕಲ್ಪನೆ. 
ಸೂಚನೆ: 


(1) ಎ0ದರೆ 180 / ಎ0. ಎ0 


ಅಂದರೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವು *- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 12.2). 
ಅಂದರೆ, 3 = 1x) ಎಂಬ ವಕ್ರ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಕವು %- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 


ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ ಅಗತ್ಯವಾದ ಷರತ್ತು 3 = 0 ಆಗಿರಬೇಕು. 


dy ಜತಿ 
(2) ಇರ್‌! ಆದರೆ tan ಇ B/W 


ಅಂದರೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವು x- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು. ಅಥವಾ y-ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದು. (ಚಿತ್ರ 12.3). 


12.2 ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


೧ 
೧, ೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಮ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು[(__ ಸ | ನಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

X,Y, 
ಇದು P(೫,೪,)ನಲ್ಲಿ 2 ಬೆಲೆ ಸೂಚಿಸುವುದು; ಮತ್ತು ಇದು (೫,೪,) ನಲ್ಲಿ 


y = ಗೆ0 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು Mm ಎಂದು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 


ಟು? 
dy 95 


೧ (x,,Y,) ನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕದ (ಚಿತ್ರ 12.4) ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
Yy-Yy,=m(x-x.) |” m (2 ಣಿ ಹನ 


ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವನ್ನು ಎಳೆದರೆ ಅದನ್ನು ಲಂಬರೇಖೆ (ನಾರ್ಮಲ್‌) 


ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. (೫ ,೪,) ನಲ್ಲಿನ ಲಂಬರೇಖೆ PN ನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ ರೀತಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು 


—1 
) eB A | (XX) ಇಲ್ಲಿ m = | 
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12.3ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನದಲ್ಲಿ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನ 


ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನದಲ್ಲಿ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನ 
ಎನ್ನುವರು. 

ಕ ಲ ಭಟಟ eS (1) 

SN I (2) 
ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು (೫,೪) ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. Pಿನಲ್ಲಿ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೂ 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆದಿವೆ ಮತ್ತು ಇವು ಸ-ಅಕ್ಷದ ಜೊತೆ ೫, ಮತ್ತು ಳ್ಮ ಕೋನ 
ಏರ್ಪಡಿಸಿವೆ. ಈ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 6 ಇರಲಿ (ಚಿತ್ರ 12.5). 


Y 


9 ಚಿತ್ರ 12.5 x 
ನಲ್ಲಿ (1) ನೇ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ 


dy 
(ಈ ) ಒಫ್‌ ಳದ 
ಹಾಗೂ Pನಲ್ಲಿ (2) ನೇ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಒಟ 


(3 ಸೊನೆ. 
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ಚಿತ್ರ 12.5 ರಿಂದ ೪ ್ಮ ನ 0+ ೪, ಎಂದು ತಿಳಿಯುವುದು. 


“0=VY,-w, 
೭. tan 9 =tan (w, - W,) 
° tan y,-tany, 
°° A+tany,tany, 
nM, 
°° 1+mm 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು 
ಗೇ Ser Hk: 
1+m,m, 
ಸೂತ್ರದಿಂದ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


ಈಗ, ವು ಲಘುಕೋನವಾಗಿರಬೇಕಾದಲ್ಲಿ 


m, — Mm, 
1 + m.m 


ಬಿತ್ತ 


tan 6 = | ಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


X 


ಇಲ್ಲಿ, 17, IC ಮೊದಲನೆಯ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಹಾಗೂ ಗಿ 
; (xy) ಘ್‌ x 


(XY) 


ಎರಡನೆಯ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ಓಟಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಸೂಚನೆ: 


(1) mM = mM ಆದರೆ, 18೧ 9 20 ..6 = 0; ಅಂದರೆ, P(ಜ೩,೪,) ನಲ್ಲಿ ಎರಡು 
 ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳೂ ಒಂದರ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಒಟ್ಟಾಗಿ ಸೇರುತ್ತವೆ. ಆಗ, ಆ ಎರಡು 
ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಗ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದನ್ನೊಂದು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 


(2) mm,= -1 ಆದರೆ 18೧ 9 ೨ ಇ ಅಂದರೆ 6 -—— 


ದಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಗಗ -1 ಆಗುವುದು 
ಅಗತ್ಯ. ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೂ ಲಂಬಾತ್ಮ ಕ(ಆರ್ಥಾಗನಲ್‌) 
ವಾಗಿವೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಬೇಕಾದರೆ 


ನಿಯಮ 
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ಉದಾರಣೆಗಳು 


1. y=5+x- ಡ್‌ ಸ್‌ ಎನ್ನುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (2,4)ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
x-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಕೇ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, 50-3 


" 1 ಎ1೧ % 


2... ೫32641 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (1,2) ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, y=x +1 
ತೆ ಮ 


ಭಾ 


ಟಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 
y-2=3(x-1) 


3. x+y ಜಿ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ((,/)ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈಗ, 22. ಎ ಡ್‌ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದರೆ.. 


ಬ ್‌್‌್‌್‌ೀ್ಪ ; ಹ 
2x+2y ಜು -೦.. (೮೨ = y. 
ಓಜ 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 
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ಹ್‌ 2 
ಅಥವಾ ]/(- ೫1ಎ -2೦೧( +X, 
ಅಥವಾ ೦(* // =X? * 2 


ಆದರೆ, (೫,೪) ಎನ್ನುವುದು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುವಾದ್ದರಿಂದ 
x? + ೫2 = ಈ ಆಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 
XX, +*YY, = 8 


4. x=acosht 8 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ '! ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= 051೧೧1 
ಹ 
dy dt b cosht 
ಸ dx dx ೩4/೧! 
dt 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ : 
bcosht 
y - bsinht = ಸವ (x—a coshf) 


ಅಥವಾ (bcoshf) x - (asinhf) y = ab (cosh°t - sinh?f = ab 
ಅಂದರೆ, (bಂoshf) x - (asinhf) y= ab 
ಇದುಬೇಕಾಗಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ. 


5. = log 560-3--ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (೬,೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಮಿತ್ತು 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡು ಭಾಗಗಳನ್ನೂ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 
ಆ 1 1 


X X 
———=—— ——— sec-—tan— 
A dx a X a a 


a 
ಗ ತ್‌್‌ Ks (OE ಯ X, 
4 A = tan $i ಸ್ಯ tan Ex 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ : 
x 
y-y= tan(—) (xX) 
ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ : 
ಟ್‌! ರ ಲ್‌ (xX) 
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ಅಥವಾ 0-೫) 187-5-. (xx) =0 
6.೫ - 09* ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯು ೪-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಜೆ ೫-51. ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 
Xx ¥ ಯ 
್‌ 4 5 w 1 a (2) 
ಇದನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
1 pp 
TRIN EP Wa 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಸರಳರೇಖೆ (2) ರ ಓಟ 
ಸಿ (ತೆ 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2) ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೂ (0,0) ನಲ್ಲಿ ಒಂದೇ ಓಟವನ್ನು 
ಹೊಂದಿವೆ ಮತ್ತು ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೂ (0,0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಹಾದು 
ಹೋಗುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಅವುಗಳು (0, ರ) ನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 


7. y=X-3X+7ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನಯಾವಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 
x-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತವೆ? 


ಭವಸ ಡೀ47 (1) 
ಸ 3. = 3X 6x 
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x-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ ಷರತ್ತು py =0 
ಆಗಿರಬೇಕು. 
3x -6% =0 ಅಥವಾ 3x (x2) =0 ..೫ಎ0ಿ, ೫ ಎ2. 
ಇವು ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು »ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ »-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು. 
ಈಗ y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಸನ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಆದೇಶಿಸಬೇಕು. ೫-0 ಆದಾಗ, y=(0)°-3(0) +7 -.y=7 
೫x=2 ಆದಾಗ, / ಇ (2)3-3 (2247323 
ಅಂದರೆ ನಮಗೆ ಬೇಕಾದ ಬಿಂದುಗಳು (0,7) ಮತ್ತು (2,3) ಎಂದಾಯಿತು. 


8. 0೯೫೦೦59 ysin6 ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 


1 1 
8 ¥ (2) 7-1 ೨1 ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ 


07 = (a ೦೦59)” + (0 sin8)” ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷನ್ನಿಸಿದಾಗ 


(x,y) ಎಂಬ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಬರೆದರೆ 
ಅದರ ಸಮೀಕರಣವು 
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1 


ಆ 2 2 [ಇ] 
ಅಥವಾ X CT 0) ಸ” i 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು Xಮತ್ತು ಎಂಬ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆದಾಗ 
೫೦೦5 94 "51769 ಎ 0 ee) 
(1) ಮತ್ತು (2) ಒಂದೇ ರೇಖೆಯನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತವೆ. 


ಲ್‌ ದ” 


C060 BEN 


ವ 
wl y ನ್‌್‌ ಮಡ್‌ 


ಎತ - | ಸ 


ಆದರೆ, (1) ಬಿಂದುವು ್ಯ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದೆ 


ಜಸ್‌ ಭಕರ” 
ಸಸ 
ಡಿ 0 


| acos 6 in 6 37 
ಅಥವಾ ( p + p ) =1 (3ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ) 


ಅಥವಾ (80೦9 9)” + (bsin 6)” = p” 


ಇದೇ ಬೇಕಾದ ಷರತ್ತು. 
9. xcos0+ ysing = 0 ರೇಖೆಯು 
hs ) 
pT ಆ 1 
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ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಬೇಕಾದರೆ ಇರುವ ಷರತ್ತನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು »ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 

ಗ್ಗೆ ಸ್ತ 17/7 dy 

a” ಟ್‌ ತು 
ಗ್‌. 7. ಆರ. ೫ 
es 
ಈಗ, (೫,೪) ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವಾದರೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕೆಳಗಿನಂತೆ 
ಬರೆಯಬಹುದು 


ಹಾ 
pe 


0 ಟೆ 
Y= ನರಾಜಣತ್ಸತಕಾ 
1 
1 (4 Ke “Hid ಟಿ XX AW ಹ್ಮ 
ಅಥವಾ ಗಾ ಇ 
m1 m1 m m 
ಅಥವಾ ಆ + A ಹ ಭ್‌ | i 


[ಏಕೆಂದರೆ (೫, 3) ಬಿಂದು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದೆ] 
ಈಗ, (1) ಮತ್ತು 1೦೦56 + ysin6 = | ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


"0089 51೧0 
ತಾ 870086 ಕಾ 

ಈ 4 __ EE EEE 1 ur 

m / 1 p m 1 
a™ (0೦69) FT b #X- (sine yy. 
ಕಟ ಚ BEE EK TM ್ಟ್‌ ] 
p mT ‘cad 

ಆದರೆ (೫,೪,) ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 

x" - iA Ke 

ap $k 


x,y, ಗಳಿಗೆ ಮೇಲೆ ಬಂದಿರುವ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಇದರಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದರೆ 


17 ಯಾ m mE 1 m 
a™ (ಆಕೆ | b™T. (sing 


= 1 
NS MY 
P ಗ 
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10. 


ಸ Ey OO ತೌ 
ಅಥವಾ ೩ (0069) + b (51೧9) ಡಾ 0 
ಅಥವಾ (3005 9” + (051೧ oy = pm 


ಇದೇ ನಾವು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದ್ದ ಷರತ್ತು. 
y?=ax ಮತ್ತು 834 /3 = 3೩xy ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ 
(ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಹೊರತಾಗಿ) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ ಕೋನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಛೇದನ ಬಿಂದುವನ್ನು ಮೊದಲು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಅದಕ್ಕೆ ಮೇಲಿನ ಎರಡು 
ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ನ್ನು ವಿಲೋಪ (ಎಲಿಮಿನೇಟ್‌) ಮಾಡಬೇಕು. 


ಮೊದಲನೇ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ೫ ಎ 2 
ಇದನ್ನು ಎರಡನೇ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


ಆದ್ದರಿಂದ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳು (0,0) ಮತ್ತು (ಜೆ ೩, 232) ಆಗಿವೆ. ಈಗ, 


ಎರಡನೆಯ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ ಕೋನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. 


y? ಎ ax ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


8 | Wiest 
ಚ MTL ai 


2 1 
ಈಗ, (25 ೩,2 ಐ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
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ಗ! 


4 1 1 

ಈ 8 2? ೬20 1 - 10 
dx 1 
2.234 


ಇಗೆ 
2. 6ಎ 18೧7 (16)3 


ಹಾಗೆಯೇ, 3 /3 ಇ 3೩xy ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


dy - 4 
2 2 ಮು ಐ 
3x° + 3/ ಗಾ -3a]y + x] 
dy Ki ವ ha 
ಅಥವಾ ್ಕ (y- ax) = ay ೫ ಜ್ಯ ಸದ = ಕಾ 


1 
3 
ಈಗ ಛೇದನ ಆಜ a,2 ವ 


4 

ಓತ 029-254 ಕಾ ಸಿ 2್‌ 
ಮಸತ ಆ ೮೧ ೮ಹ್ಯ್ಯಿ ೦೦ 

ax ಹ ಆ 


ಹ py ಇ 4. 
೫ 
ಈ ತ 
1 


ಆದ್ದರಿಂದ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆದ ಕೋನ ಹ tan” (16) 3 


y”=4axಮತ್ತು x= 40/ ಈ ಎರಡು ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾಗಳ ಮೂಲ ಬಿಂದುವಲ್ಲದ 
ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ y ಯನ್ನು 
ವಿಲೋಪಿಸೋಣ. 


2 ನೆಯ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಸ್‌ 


ಇದನ್ನು 1 ನೆಯದರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
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ಅಥವಾ ೫*ಇ 64 80% 
ಅಥವಾ x(x3- 6480) 2-0 


ತ್ತ $+ 4 
ಆದ್ದರಿಂದ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳು (0,0) ಮತ್ತು 48 b ,4a ದಿ 
ಈಗ, y? ಎ 4೩x ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


dy 
2y ತಡ 
dy _ 28 
dx 
dy 28 
Te ಗ ಟ್‌ ಲಕಕ ಗ 
(5 ರ್‌, 4೩ 3) ಸ] 
1 
= 385. ಎmಇರಲಿ 
208 


ಹಾಗೆಯೇ, x ಎ 40)/ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


dy dy X 


ಗ್‌ ತ್‌ 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
2 ¥ 
3 
"ಯಂಕ 05 2a 
ಜಾ = 17. ಇರಲಿ 
pF 
*, tan 0 i wit 
1+m,m, 
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a ೬1 
9 1 
SS 03 
ಕ ಎ 
ಗೆ 
+ 1 1 
2 ಕ್ತಿ ್‌ 
ಇಶಾ: 
a3- 4883 
ತ ಕೈತ 
ye 2b * a*b 
ಡಿ 2 ತು ಥೆ 3 
b3+a® 2 ೩3.085 
ಜಿ 
12. ಖಃ? +by? ಎ1 ಮತ್ತು «3+ My? ೬ 1 ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
1 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಬೇಕಾದರೆ ಸಸ ದಾ ಡೇ = ತತ ನಾಸ್‌ 
a b / m 
ಆಗಿರಬೇಕು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು (೫,೪,) ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ 
ax? + by,*=1 
Ix?+my,?=1 


ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ 


ಈಗ ಖೇ +b! ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದರೆ 
2೩x + oy =0 
ಅಥವಾ ಅ =— 
ವ ಸ, 5 = m ಇರಲಿ 
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ಇದೇ ರೀತಿ 2 ನೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದರೆ 
AEE. 


dx my 


{3 = ಸ್ಯ ಎ ಗ್ಗಾ ಇರಲಿ 
ಆ. ್ವ( 
ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೂ ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ ಗಗ, = -1 
—aX —Ix 
ಅಂದರೆ, ದ್ಯ | | ಹ ಈಗೆ 
, | by, my, 


ಅಥವಾ ೩x? + bmy,?=0 


ಈಗ, x? ಮತ್ತು ”? ಗಳಿಗೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 


(೧-0 ಭಜಿ 


Km am-bl am-bl 


”. alm - abl + abm-— bim = 0 


ಇದನ್ನು 80/7 ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ 
1 
+ 


13. xy +3x=1ಮತ್ತು್ರy? +x +5y+ 5 =0 ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು (1,-2) 
ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, (1,-2) ಎನ್ನುವುದು ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುವಾಗಿದೆ. 


ಮೊದಲನೇ ಸಮೀಕರಣ x೪ * 3x = 1 ನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


dy ಗ 4 dy kf -3-—y 
Xe +y+3=0 ವಾ್‌ ದ 
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dy FS 
ಅಥವಾ ಹಣೆ 5) ಎ3 


(ಬಿ Ce is 4 po ಮ gH 


(1-2) 


ಈಗ, m, ಗ್ಮಾ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೂ (1,-2) ನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ 


ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 


14. 


y+2=(-1) (x-1) 

ಅಥವಾ y+2=-x+1 

ಅಥವಾ x+y+1=0 
X-4y + 3 =0 ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ y - 6-x? ವಕ್ರರೇಖೆಯ 
ಲಂಬರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y = 6-x° ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ಕಹ 

0 ೆ 

"“ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ ಸಸ್ಯ [(x,,¥,) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ] 
1 


=-—2X 


ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಯ ಓಟ - 


ಲಂಬರೇಖೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗೆ | ಆಗಿದೆ .. ೫m = 
1 1 


ನಹ ಸೋಡ 
ಬ ಹ ಟ್‌ 
y - ನಿರ್ದೇಶಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ವಕ್ರರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ೫,೭ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
y, ಎ 62ಎ 6-2 ಎ2 
ಆದ್ದರಿಂದ (2, 2) ಎನ್ನುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬರೇಖೆ ಹಾದುಹೊಗುತ್ತದೆ. 


1 
“ y-2 gl (X-2) ಅಥವಾ x-4y-6 = 0 
ಎಂಬುದು ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 12.1 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ (%)/) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y =4ax 


ತೆ 
ರಸಸಾರ 


ಹ 
xy=K 

ಈ" =sinx 
x—3axy + ¥ =0 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಟ್‌ ಜ್‌; (9,4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
3¥- xy + 2) = 31 (1,4) ರಲ್ಲಿ 


y= sin2x X= —— ರಲ್ಲಿ 
y=x (2,8) ರಲ್ಲಿ 


4x-2y +1 =0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ y= 6x - x 
ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


+2೪ 6 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವಂತೆ, ೪ 3೫ - 4x ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


243... y= ಜೌಪಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಅಕ್ಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸಿದಾಗ 
ಉಂಟಾದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಭಾಗವು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖೆ ಮತ್ತು ಅದು 8 ಗೆ ಸಮ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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10. 


11 


12. 


13. 


14. 


(೩) 


[ಸೂಚನೆ: (8೦೦83 6, 851೧39) ಎನ್ನುವುದು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಯಾವುದಾದರೂ 
ಬಿಂದು ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ]. 


y = 4ax ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾಗೆ (8! ?, 2೩1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9-42 36 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ | ) ರಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=x—3x¥-—9x +5 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
೫-ಅಕ್ಬಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ? 


/ ಎ ತ +2 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಓಟ 2 ಆದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆ, ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y ಇ 2 ಪ್ಯಾರಾಬೊಲಾ ಮತ್ತು ಸ + ]? 8 ವೃತ್ತವು ಛೇದಿಸುವಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ 
ಕೋನವ(ಗಳಿನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫/5 = ೦, ಮತ್ತು ೫೪ ಎ ೭ ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು (3,4) ರ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುತ್ತವೆ. ಅವು ಛೇದಿಸುವಲ್ಲಿ ಕೋನ ಎಷ್ಟು? 


೩x+hy = 0 ಎನ್ನುವ ರೇಖೆಯು ೩ + 200/ + ಗಿ - 1 ಎಲಿಪ್ಸ್‌ನ್ನು 
ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು x- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು hx + by ೬ 0 ಎನ್ನುವ ರೇಖೆಯು ಮೇಲಿನ ಎಲಿಪ್ಸ್‌ನ್ನು 
ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು y -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


ay = ೫. ಪ್ಯಾರಾಬೊಲಾ * +೬ ?" - 3axy ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿನ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು *- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು y= ಖಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾ, 
ಮೇಲಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ '6' ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಲಿಪ್ಸ್‌ X= 8೦೦9 9, y= bsin 6 
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(b) 


(0) 


15. 


16. 


(a) 
(b) 
(c) 


17. 


(1) 
(1) 
(iil) 


ಸೈಕ್ಲಾಯಿಡ್‌ x= a(60+ sin 6), y=a(1-cos 6) 


A 
ಎಪಿಸೈಕ್ಲಾಯಿಡ್‌ x= Acos 0 — Bcos pe 9 


೫ ೫.ಸ010 ೫೫ ಎ.-6 
8 
೩೫ +by ಎ 1 ಮತ್ತು ೩೪ + ರ್ರಿ -1 ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ 


ಛೇದಿಸಬೇಕಾದರೆ ಷರತ್ತು ಏನು? 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು ಎಲ್ಲಿ x- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ, 
ಎಲ್ಲಿ x - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ax + 2hxy + bf ಎ1 


೨5 9 ಹ 
ST 
y =x (28- 0) 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸವಿಗೆ ೫. ಮತ್ತು 240/2 ೬-೫12 

೫ ಎ 48( ಮತ್ತು 6 40/ 

20/೬8. ಮತ್ತು 22. ಎ2 
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/ 12.4 ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 


Y = fly) 


ಚಿತ್ರ 12.6 ರಲ್ಲಿ, P(x) ಎಂಬುದು y= 10 ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಬಿಂದು. ಈಗ, PS -y, PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ, ಮತ್ತು TN ಎಂಬುದು ಲಂಬರೇಖೆ, ಕೋನ 
PTN=y ಮತ್ತು 
dy 
tan y = ಹ 
57 ರೇಖೆಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ (ಸಬ್‌ಟ್ಕಾಂಜೆಂಟ್‌) ಎಂದೂ 51 ರೇಖೆಗೆ 


ಉಪಲಂಬರೇಖೆ(ಸಬ್‌ನಾರ್ಮಲ್‌) ಎಂದೂ ಹೆಸರು. ಚಿತ್ರ 12.6 ರಿಂದ ಉಪಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆ 


ST=y ೦೦! ॥/ ಹ. 


dx 
ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 


dy 


SN = ytan SS 


ಸೂಚನೆ: ಇದೇ ಚಿತ್ರದಿಂದ ಲಂಬರೇಖೆ, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
ಲಂಬರೇಖೆ PN =ysec y ಎ )/1/1 1೧2 y 
(3) 
TRANG 
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ನಮ” 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 07 ೬ ycosec y ಹ 


tan w 
/ dy \* 
ಬ ಸ್ಯ 
ಪ್ರ 
dx 
ಸಾರಾಂಶ: 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ SN ಎ ತ 
= 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 X+y-6x-2y+5=0ಎಂಬರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ (2,-1) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


2x + 2) 3-2 ೫ 


dy 
ಅಥವಾ ವಟ 1) =3-x 


dy 3-3 
ಅಥವಾ ಸಾಕಾ 
(ತಗಿ 3-2. ಇ. 
dx G1 1-1 2 
ಆಸ ed ಟ್ಟ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಇ ಥಕ. ಪಾ 2 
dx 2 
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—1 1 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ y = —1 (3 er 


x5 = 8/* ರೇಖೆಯ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗವು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಘನಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ay = x5 ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


6ay® ರ ಇರ್‌ 


BY 5/4 

pT 

-.y 825... Gay 
ಉಪಸಾರ್ಫರೇಪ" ಸಕ ತ RR 


dx 


36a 2y 12 


. ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗ ಎ ಷ್‌ 


6 54 ವಿ 


125/2 
216a $y "2 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗ 3682/12 2168 3/12 


ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಘನ . 258 * ೫77೩ 


“ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಘನ ಎ 


_ 361216 /₹" ೩ 
°° 25112520 


36 «216 /* ೩5 
ಸಾ ಗಾಗ ಘಟಿಕಾ: 


_ 36x216a 
251125 


. (ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ)`€ (ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ)* 


ಎಸ್ಟಿ ರಸಂಖೆ 


ಶಿ 
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y= be *ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Mi Siri ಹಟ್ಟ” 
dx be a a ಈ 
y y 06" 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಸ ರಷ ಈಸಾ“ ಜಾಮ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ 
ETS Sp: 
a a 


ಗನಯಾವಬೆಲೆಗೆ ೫೪” - ೩" ರೇಖೆಯ ಉಪಲಂಬವು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ? 


ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 
dy 
n ೧-1 ಮ 
y"+ x.ny ಭ್‌ 0 
dy ) ಬಕ್‌: 
ತಾ ——)= ಮ 
ಅಥವಾ y ( Y+nx ಗ 0 ಷ್‌ ಸ್ಟ 
ದ ಯ ಯ ಚ ದ ಇಂಟ 
ಹಕ್‌ ym “nx 
ಈ —y yy" ತ್‌ ೧೪2 
7 ಡಿ n+ na ೧.1 


ಇದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ y"*-1 ಆಗಬೇಕು. ಅಂದರೆ ೧-2 -0, ಅಥವಾ 


೧-2 ಆಗಿರಬೇಕು. 
೫ 7./ "ಇ 8? ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು *-ನಿರ್ದೇಶಕದಂತೆ 


ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
dy 


ae $2 () 


ಗಗ್‌ EP CL) Ak ಇ 


5. 


೨ ೪11.3೫0? CLL) 8 
pO A TE 
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| ಕ್‌? ಇ/?'::: —nx 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಇ fs ತ 


dx 


-. ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ « x 


y್‌ = 4೩x ಪ್ಯಾರಾಬೊಲಾ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು x-ನಿರ್ದೇಶಕದ ಎರಡರಷ್ಟು ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು 
ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dy _ ಕೌ ವಾಷ್‌ 
2y ಡ್‌ 4a ತೆ ಹ್‌ = ರ್ಜ 
ಜ್‌ ತಾ ರ್‌ಂ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಎ ಷಟ್‌ ಹಾ 2x 
dx y 


= 2 (x-ನಿರ್ದೇಶಕ) 


Fr 28 


ಉಪಲಂಬರೇಖೆ ಎ yas 


sk 
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(0) 
(iii) 
(iv) 
(1) 
(vi 


ಅಭ್ಯಾಸ - 12.2 


y= bsin ರೇಖೆಯ ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲಾದರೂ, ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫ ೬ 8೩(6- 6176), y= a(1-cos6) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ 0=-5— ಎಂಬ 


ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y = 8" ರೇಖೆಯ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ay = (x+b)್‌ ರೇಖೆಯ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗವು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


೫ "ಇ 8? ರೇಖೆಯ ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಾದರೂ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು 
ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ ೧ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


xy = 0 ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು y ನಿರ್ದೇಶಕದ ಘನಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ax+by: = ಓ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು x ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳ 
ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಡೆ 
ಇರ Ti 18 ರೇಖೆಗೆ (8,6) ರಲ್ಲಿ 


x 
pr ರೇಖೆಗೆ (1,1) ರಲ್ಲಿ 


x= asin” 6, y= 81800 ರೇಖೆಗೆ '9' ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ay = (86) (3a-x) ರೇಖೆಗೆ ೫-೩ ಆದಾಗ 

X +xy+Yy =7 ರೇಖೆಗೆ (1,-3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

\x+ Ny = 5 ರೇಖೆಗೆ (9,4) ರಲ್ಲಿ 
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(vii) x=acos’ 9, y= asin’ 9 ರೇಖೆಗೆ '6' ನಲ್ಲಿ 


(viii) y= 5x- 4X +2 ರೇಖೆಗೆ, ಈ ರೇಖೆ /-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಛೇದಿಸುವಲ್ಲಿ 


(ix) y= -3x+5ರೇಖೆಗೆ(1,3) ರಲ್ಲಿ 


(x) 


9. 


10. 


ತ್ತ 


12. 


13. 


y= xsinx ರೇಖೆಗೆ ಸತ್ಯಾ ಆದಾಗ 


77” = a™ ರೇಖೆಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು x ನಿರ್ದೇಶಕದ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


2 
50೯ ರೇಖೆಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು /ನಿರ್ದೇಶಕದ ವಿಲೋಮಾನುಪಾತೀಯ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


X= 4 yn ರೇಖೆಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ /7ನೇ ಘಾತವು, ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ 
ಗ ನೇ ಘಾತದ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x= 840 100 [(b+ (0-೫) - NP - ೫ ರೇಖೆಗೆ ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 
ಮತ್ತು ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಮೊತ್ತವು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಕೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y=alog (¥°-a”) ರೇಖೆಗೆಉಪಲಂಬರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಮೊತ್ತವು 
ಆ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಗುಣಲಬ್ದದ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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12.5 ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಲನಾಂಕವು ಒಂದು ದರಮಾಪಕ 


y= Nx) ಎಂಬ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ೫೬ 8 ಆದಾಗ )/- 19) ಮತ್ತು 
x ಇ 84೧ ಆದಾಗ y= 1840) ಆದ್ದರಿಂದ x ಚರವು ೩ ಯಿಂದ ೩-೧ ಗೆ 
ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ, / ಚರವು 18) ಯಿಂದ 1.81) ಗೆ ಬದಲಾಯಿಸಿದೆ. yನಲ್ಲಿ ಆದ 
ಬದಲಾವಣೆ 184೧) - 18) ಮತ್ತು ನಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆ ೩-೧-8೩ ಇಗ 


184೧-18) _ ನಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆ 
h  xನಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆ 


ಇದು ೫ ೩ ನಲ್ಲಿ y ನ ಬದಲಾವಣೆಯ ಸರಾಸರಿ ದರವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. 
ಈಗ 1 0 ಆದ ಹಾಗೆ ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದರೆ 


lim 18.1)- 10) | ,, 


f' (8) ಬೆಲೆಯು ೫ 8 ನಲ್ಲಿ ೪-1೫) ನ ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ಹೀಗೆ, ಸ” = 8"(x) ಎನ್ನುವುದು (x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ೪y ನ ತಾತ್ಕಾಲಿಕ 
ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
ಒಂದು ವಸ್ತುವು ೦4 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 


Pe 5೩೨ ೩((.6॥) 
ಹಚಚ ತ್‌ 
1 11% 


ಚಿತ್ರ 12.7 


ಹಾ ಶಾ ಪಾಪಾ 


A 


೦ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದು. ವಸ್ತುವು ೦ ಬಿಂದುವನ್ನು ದಾಟಿದ ! ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ತರುವಾಯ P 
ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿಯೂ ! + ರಿ! ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ತರುವಾಯ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿದೆ 
(ಚಿತ್ರ 12.7). 


OP=s,OQ=s+ 89 .PQ=8s 
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ಅಂದರೆ, ಕಿ! ಕಾಲದಲ್ಲಿ ವಸ್ತುವು 85 ದೂರ ಚಲಿಸಿದೆ. 


ಆದ್ದ ರಿಂದ ಎಂಬುದು, ವಸ್ತುವು Pಯಿಂದ ೧ಗೆ ಚಲಿಸಿದಾಗ, ಸರಾಸರಿ ವೇಗ. 
ಈಗ, ೦ ಬಿಂದುವು 0 ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ 81 0 ಆಗುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಗ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ವೇಗ 


lim 85 | 69 
81-30 ಕ| 6! 
ಇದನ್ನು ೪ ಎಂದು ಬರೆದರೆ 
ತಾ ds 
Ke 


ಎಂಬುದು ್ಧ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವಸ್ತುವಿನ ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ವೇಗ. ಇದೇ ರೀತಿ ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ವೇಗ 
ಯ ವೃತ್ಕಾಸದ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದರೆ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ (8) ದೊರಕುವುದು. 


lim ov dv d 4 625 


A Te a) a 
ವ dv i dV ds ತ dV 
RT SE ಸಜಜ 
ಹ dV 
ಕಸ 
d 
a= ೪-| ಇವು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷದ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ರೂಪಗಳು. 
ನ 639 
dt? 


a =0 ಆದರೆ ವೇಗವು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದರ್ಥ. 


12.6 'ಬಲ'ವನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸುವುದು (ಬಲ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ) 


ನ್ಯೂಟನ್ನ್‌ನ 2 ನೆಯ ನಿಯಮದಂತೆ ಬಲವು (ಫೊರ್ಸ್‌) ಆ ದಿಕ್ಕಿನ ಸಂವೇಗದ 
(ಮೊಮೆಂಟಮ್‌) ಬದಲಾವಣೆಯ ದರಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಸರಿಯಾದ 
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ಮೂಲಮಾನಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವುದರಿಂದ, ಬಲವು ಸಂವೇಗದ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರಕ್ಕೆ 
ಸಮವಾಗುವುದು. ಅಂದರೆ 


se ಗ ಜ್‌ ವ! 
Wu. ಸುಷ್ಟ RY 


= ದ್ರವ್ಮರಾಶಿ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷದ ಗುಣಲಬ್ಧ 


F 


ಇಲ್ಲಿ, ಒಂದು ವಸ್ತುವಿನ ದ್ರವ್ಯರಾಶಿ ("ಮಾಸ್‌") ಸ್ಥಿ ರ ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಒಂದು ವಸ್ತುವು ! ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ತರುವಾಯ $ ಮೀಟರ್‌ಗಳು.ಚಲಿಸಿದೆ ಮತ್ತು 


1 [3 


ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷಗಳನ್ನು (1) (ಎ2 ಸೆಕೆಂಡ್‌ ಆದಾಗ (1) !- 8 ಸೆಕೆಂಡ್‌ 
ಆದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5ಎ.4[2 -— 


1 
ಹ್‌. ೫% 3 
$=41 ಸ t 


ds 1 
8t 5 3t ಅಂದರೆ, v= 81-! 
* er dO ತಗೆ ಅಂದರೆ, ೩ ಇ 8-21 


()  1ಎ2 ಸೆಕೆಂಡ್‌ ಆದಾಗ ೪ =-8.2- 2-12 ಮೀಸೆ 
8 ಇ 8-2.2 ಇ 4 ಮೀಸೆ? 
(1) t=8 ಸೆ ಆದಾಗ vV=8.8-8=0 
a=8-28=-8ಿಮಿಃಸೌ 
v=0ಎಂದರೆ ವಸ್ತುವು ಒಂದುಕ್ಷಣ ಚಲಿಸದೇ ಇರುವುದು ಎಂದರ್ಥ. ವೇಗೋತ್ಸರ್ಷವು 
ಯಣ ಚಿಹ್ನೆ ಹೊಂದಿದೆ, ಆದುದರಿಂದ ವಸ್ತುವಿನ ವೇಗವು ಕ್ಷೀಣವಾಗುತ್ತಿದೆ ಎಂದೂ 0೦ಗೆ 
ವಿರುದ್ದ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿದೆ ಎಂದೂ ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
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2. 


ಒಂದು ಕಲ್ಲನ್ನು ಕೆಳಗಿನಿಂದ ಮೇಲೆ ಎಸೆದಾಗ ! ಸೆಕೆಂಡ್‌ನಲ್ಲಿ * ಮೀಟರ್‌ಗಳು 
ಚಲಿಸಿದೆ ಮತ್ತು 8 28 (- 4.91? ಆಗ, 2 ಸೆಕೆಂಡ್‌ ನಂತರ ಅದರ ವೇಗ ಮತ್ತು 
ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಎಷ್ಟು ್ಬ? 
9 ಇ 28/- 4.98 
್ಯ ve 28 - 4.9 «2! 
. =28-9.8t 


dV 
ಇ. —9.8 
6! ಡಿ 


2 ಸೆಕೆಂಡ್‌ನಂತರ, ಕಲ್ಲಿನ ವೇಗ ಇ 28 - (9.8)2 - 8.4 ಮೀ/ಸೆ 
ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 8ಎ ಹ =-—9.8 ಮಿಂಸೆ್‌ 
ಒಂದು ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವ ವಸ್ತುವಿನ ದೂರ ಮತ್ತು ಕಾಲವನ್ನು 

S=acos5t+ bsin5t 
ಸೂತ್ರದಿಂದ ತಿಳಿಯಬಹುದು. ಆ ವಸ್ತುವಿನ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು ದೂರದ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Ss = acos5t + bsin5t 


Ye 3 = —5asin5 t+ 50009 5t' 
dv 
ಮತ್ತು 8 ಇ ಷ್‌ -25 acos5t— 250 sin5t 
= —25 (acos5t + bsin5f) 
= —25s 


OS 


2 ಮೂಲಮಾನ ದ್ರವ್ಕರಾಶಿಯುಳ್ಳ ವಸ್ತುವಿನ ಮೇಲೆ ಬಲವು ಪ್ರಯೋಗವಾದಾಗ 
ಅದರ ಚಲನೆ 5 - 10೭೦s 2! ಯಿಂದ ತಿಳಿಯುವುದು. ಗರಿಷ್ಠ ಬಲ ಎಷ್ಟು? 


ds 625 


ನಷ್ಟ್‌ ಇ - 20 sin2t ಮತ್ತು ಷಾ =-—40cos2t 
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626 


ಅ 2 (-40 0೦82ಗ್ಧ 


ವಸ್ತುವಿನ ಮೇಲೆ ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದ ಬಲ ಎ 7 


= —80 0೦52/ ಮೂಲಮಾನ 
ಈಗ, ೦೦52!ಯ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ 1 


.. ಗರಿಷ್ಟ ಬಲ ಎ -80 ಮೂಲಮಾನ 


ಯಣಾತ್ಮಕ ಚಿಹ್ನೆಯು ವಸ್ತುವು ಮೂಲಸ್ಥಾನದ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಿದೆ ಎಂದು 
ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. 


5. ಒಂದು ತಲೆಕೆಳಗಾದ ಶಂಕುವಿನ ಆಕಾರದ ನೀರಿನ ಪಾತ್ರೆಯಿಂದ ನಿಮಿಷಕ್ಕೆ 8 0.೦. 
ದರದಲ್ಲಿ ನೀರು ಸೋರಿಹೋಗುತ್ತಿದೆ. ಈ ಪಾತ್ರೆಯ ತಳ ವರ್ತುಲಾಕಾರ ಹೊಂದಿದ್ದು 
ತ್ರಿಜ್ಯ 4 ಸೆಂ.ಮೀ.ಇದೆ. ಪಾತ್ರೆಯ ಆಳ 12 ಸೆ.ಮೀ. ಇದೆ. ನೀರಿನ ಮಟ್ಟ 6ಸೆ.ಮೀ. 
ಇದ್ದಾಗ ನೀರು ಸೋರುತ್ತಿರುವ ದರ ಎಷ್ಟು? 


ಒಂದು ಲಂಬ ವರ್ತುಲಾಕಾರ ಶಂಕುವಿನ ತಳದ ತ್ರಿಜ್ಮವು /ಆಗಿದ್ದು, ಅದರ ಎತ್ತರವು 
ಗಿ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಶಂಕುವಿನ ಗಾತ್ರವು 


1 
ಆಜ್‌ 7ಗೆಗಿ 


ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಚಿತ್ರ 12.8 ರಲ್ಲಿ 
0-4 ಸೆ.ಮೀ, ೦4 12ಸೆ.ಮೀ, ೦೫೬ ಗಿ ಮತ್ತು XY =r 


A°OXY Il” ಗೌ OAB 


r 4 1 

Ee 
1 ಕ 13 ಸ್ಟಾ nh 
ರಾ ಕ್ಷ ಲ? 
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dh 27 NV 


EST ಚಾರ್ಗಾತರ್‌್‌ 
ಜ್ಞ gh 28 dv 
dd: xh dt 
ನೀರಿನ ಮಟ್ಟದ ಮತ್ತು ವೇಗದ ದತ್ತ ಬೆಲೆಗಳು 
dv dh 9 ಭಾ 
ನಾದ Re ಸೆ.ಮೀ/ನಿ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ನೀರಿನ ಮಟ್ಟ ವಾ ಸೆಂ.ಮೀ./ನಿ. ದರದಲ್ಲಿ ಇಳಿಯುತ್ತಿದೆ. 


6... 26 ಅಡಿ ಉದ್ದದ ಏಣಿಯು ಒಂದು ಗೋಡೆಗೆ ವಾಲಿಸಿ ನಿಂತಿದೆ. ಅದರ ಇನ್ನೊಂದು 
ತುದಿಯು ಕ್ಲಿತಿಜದ ಮಟ್ಟದಲ್ಲಿ ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 3 ಅಡಿಗಳಂತೆ ಜಾರುತ್ತಿದೆ. ಏಣಿಯ 
ಕೆಳತುದಿ ಗೋಡೆಯಿಂದ 10 ಅಡಿ ಇದ್ದಾಗ 


(8) ವೇಗ, (0) ಏಣಿಯ ಮೇಲ್ತುದಿಯ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
ಇವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಗೋಡೆಯ ತಳಭಾಗದಿಂದ ಏಣಿಯ ಎರಡು ತುದಿಗಳಿಗಿರುವ ದೂರವು ಮತ್ತು ]/ 
ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 12.9). 
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ಚಿತ್ರ 12.9 


25. ಎ 267 ರ್ಯ) 
ಕಾಲಸೂಚಿತವಾದ ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ (1) ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 


X——+y——=0 | ಎಎ 


dx 


ಈಗ, ರ್ಧಾಕಿಮತ್ತು x= 10 ಆದಾಗ, y ಎ 24 ಆಗುವುದು. 


ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


dy 
1 pd 
(10)3+24.——=0 


ಆದ್ದರಿಂದ ಏಣಿಯ ಮೇಲ್ಭಾಗವು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ -__.- ಅಡಿಗಳ ದರದಲ್ಲಿ ಕೆಳಭಾಗದ 


ಕಡೆಗೆ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಅಂಶವೆಂದರೆ ಎ ಯಬೆಲೆ ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿ 


ಇರುವುದರಿಂದ, ! ಹೆಚ್ಚಾದಂತೆ ಬೆಲೆಯು ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ಏಣಿಯ 
ಮೇಲ್ಭಾಗವು ಕೆಳಭಾಗದ ಕಡೆಗೆ ಜಾರುತ್ತದೆ. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 12.3 


ಒಂದು ವಸ್ತುವು ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಾ ಅವದಿಯಲ್ಲಿ *ದೂರ ಚಲಿಸುವುದು 
ಮತ್ತು 5-13-614 81-4. ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು 12ಮೀ/ಸೆ್‌ ಆಗುವ ಕಾಲವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಆಗ ವಸ್ತುವಿನ ವೇಗವೆಷ್ಟು? 


6 ಅಡಿ ಎತ್ತರ ಇರುವ ಮನುಷ್ಯನು 4ಮೈ/ಗಂ.ಯ ವೇಗದಲ್ಲಿ ಕ್ಲಿತಿಜಾಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ದೀಪದ ಕಂಬದಿಂದ ದೂರ ನಡೆಯುವನು. 20 ಅಡಿ ಎತ್ತರದ ಕಂಬದ ದೀಪದಿಂದ 
ಕ್ಲಿತಿಜಾಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ ಆತನ ನೆರಳಿನ ಉದ್ದದ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ಗೋಳದ ವ್ಯಾಸವು 10 ನಿಮಿಷಗಳಲ್ಲಿ 4 ಅಂಗುಲಗಳಿಂದ 12 ಅಂಗುಲಗಳಿಗೆ 
ಹೆಚ್ಚುತ್ತದೆ. ಅದಾದ 5 ನಿಮಿಷಗಳ ನಂತರ ಉಂಟಾಗುವ ಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ 
ಕಂಡುಯಿಡಿಯಿರಿ. ತ್ರಿಜ್ಯವು ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಇದೆ? 


ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯನು 4 ಮೈ/ಗಂಟೆ ದರದಲ್ಲಿ 80 ಅಡಿ ಎತ್ತರದ ಒಂದು ಗೋಪುರದ 
ಪಾದದ ಕಡೆಗೆ ನಡೆಯುತ್ತಿದ್ದಾನೆ. ಪಾದದಿಂದ 60ಅಡಿ ದೂರದಲ್ಲಿ ಯಾವ ದರದಿಂದ 
ತುದಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತಿದ್ದಾನೆ? 

ಮೇಲ್ಮುಖ ಪಾದ 8 ಅಂಗುಲ ಮತ್ತು ಆಳ 12 ಅಂಗುಲ ಇರುವ ಶಂಕು-ಆಕೃತಿಯ 
(ಕಾನಿಕಲ್‌) ಪಾತ್ರೆಯೊಳಗೆ ಒಂದು ದ್ರವವನ್ನು 10ಅಂಗುಲ/ಸೆ. ನಂತೆ ಸುರಿಯುತ್ತಿದೆ. 
9 ಅಂಗುಲದವರೆಗೆ ಪಾತ್ರೆ ತುಂಬಿದಾಗ ಎಷ್ಟು ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷದಿಂದ 
ದ್ರವದ ಮಟ್ಟ ಪಾತ್ರೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿದೆ? 

ಒಂದು ಗೋಳದ ಮೇಲ್ಮೈ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 8 ಚ.ಸೆಂ. ಮೀ. / ಸೆ. ನಂತೆ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಇದೆ. 


ಆ ಗೋಳದ ಗಾತ್ರವು 500 ಘ.ಸೆಂ.ಮೀ. ಇದ್ದಾಗ ಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರವು 
ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿರುವ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ವೃತ್ತಾಕಾರದ ಮಸಿಯ ಗುರುತು ಬ್ಲಾಟಿಂಗ್‌ ಪೇಪರ್‌ ಮೇಲೆ ದೊಡ್ಡದಾಗುತ್ತಾ 
ಇದೆ ಮತ್ತು ಸೆಕೆಂಡ್‌ನಲ್ಲಿ r= 21? - ಕೆ ಸೂತ್ರದಿಂದ ತ್ರಿಜ್ಮವು ತಿಳಿಯುವುದು. 
!= 4 ಸೆಕೆಂಡ್‌ ಆದಾಗ ವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ಗೋಳಾಕಾರದ ಬೆಲೂನಿನ ಗಾತ್ರವು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 10 ಘ. ಸೆಂ. ಮೀ. ಆದಾಗ, 
ಬೆಲೂನಿನಂತೆ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ ವೃದ್ಧಿಯಾಗುತ್ತದೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


426 


10. 


ಒಂದುಉರುಳೆಯ (ಸಿಲಿಂಡರಿನ) ತ್ರಿಜ್ಯವುನಿಮಿಷಕ್ಕೆ 2 ಮೀಟರ್‌ನಂತೆ ಏಕಪ್ರಕಾರವಾಗಿ 
ವೃದ್ಧಿಯಾಗುವುದು. ಎತ್ತರವು20 ಮೀಟರ್‌ ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವು10 ಮೀಟರ್‌ಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ 
ಸಿಲಿಂಡರಿನ ಗಾತ್ರವು ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ ವ್ಯತ್ಕಾಸವಾಗುವುದೆಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ವಸ್ತುವು ! ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ 5 ಮೀಟರ್‌ ಚಲಿಸಿದರೆ, ಗೂ ! ಗೂ ಇರುವ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಚಲಿಸಲು ಪ್ರಾರಂಭವಾದ ರಿಸೆಕೆಂಡುಗಳ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ 
ವಸ್ತುವಿನ ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
ಸೊನ್ನೆಯಾದಾಗ ವೇಗ ಎಷ್ಟು? ವೇಗ ಸೊನ್ನೆಯಾದಾಗ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಎಷ್ಟು? 
(1) 5213-3612. 501-35 
(2) s=t°-3t 

t 
(3) $s=10cos ಜಾ 
(4) s=20-5t+t° 
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12.7 ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು 


yy 


ಚಿತ್ರ 12.10 


ಒಂದು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯವರೆಗೂ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಹೋಗಿ 
ನಂತರ ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಉತ್ಪನ್ನದ ಈ ಬೆಲೆಗೆ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಎನ್ನುವರು. 


ಇದೇ ರೀತಿ, ಒಂದು ಅವಿಚ್ಚಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯವರೆಗೂ ಕಡಿಮೆ 
ಆಗುತ್ತಾ ಹೋಗಿ ನಂತರ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಹೋದರೆ, ಉತ್ಪನ್ನದ ಆ ಬೆಲೆಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಎನ್ನುವರು. 


ಚಿತ್ರ 12.10 ರಲ್ಲಿ 4 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ y = ಗೆಳ) ಉತ್ಪನ್ನವು ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಹೊಂದಿದೆ 
ಮತ್ತು ಔನಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಹೊಂದಿದೆ. 4 ನಲ್ಲಿ ನಿರ್ದೇಶಕ ೩ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ yನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗೆ೩) ಆಗಿರುವುದು. A ಯ ಸಮೀಪದ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಇತರ )/ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿಗಿಂತ 18) 
ಹೆಚ್ಚಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, (8) » 1840) ಮತ್ತು 18) »1(8-0). (ಇಲ್ಲಿ ಗಿ ಎನ್ನುವುದು 
ಸಣ್ಣ ಧನಾತ್ಮಕ ಚರಸಂಖೈ). 


ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಗೈ)0 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು ೫-೩ ನಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ 
ಹೊಂದಬೇಕಾದರೆ, 18) »1(8 ಗ) ಮತ್ತು 1(8) > 1(8-1). 


x= 8 ನಲ್ಲಿ 18) ಎನ್ನುವುದು ಗ) ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ. 


12.8 ವೃದ್ಧಿಸುವ ಮತ್ತು ಕ್ಲೀಣಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


ಚಿತ್ರ 12.11ರಲ್ಲಿ y= 1(00 ಉತ್ಪನ್ನ ಇರಲಿ. 0 (x, y) ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದು. ಗ ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು »೫-ಅಕ್ಷದ ಧನ 
ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ೪ ಲಘುಕೋನವನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. 


ತೋ 
tan, ಧನಸಂಖ್ಯೆ 
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ಈ ರೀತಿ, 3 ಧನಸಂಖ್ಯೆ-ಆದರೆ, » ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ೪ ಹೆಚ್ಚುತ್ತದೆ. ಮತ್ತು 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ, ' ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ೪ ಹೆಚ್ಚಿದರೆ, 5 ಒಂದು ಧನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 


Y 


ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಸ 


ಚಿತ್ರ 12.12 ರಲ್ಲಿ *ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ೪ಕಡಿಮೆ ಆಗುವುದು. Pನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
ಅಧಿಕ ಕೋನ ಯನ್ನು *-ಅಕ್ಷದೊಡನೆ ಮಾಡಿದೆ. ಅಂದರೆ =taಗy, ಯಣಬೆಲೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಸ ಯಣಬೆಲೆಯಾದರೆ x ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ೪ ಕಡಿಮೆ ಆಗುವುದು. 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ, * ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ೪ ಕಡಿಮೆ ಆದರೆ, ಯಣಬೆಲೆ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಯಾವುದಾದರೂ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪ ಹೆಚ್ಚುವುದೂ ಇಲ್ಲ ಮತ್ತು ಕಡಿಮೆ ಆಗುವುದೂ ಇಲ್ಲ 
ವಾದರೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪ ಸ್ಥಾಯಿ ಆಗಿದೆ ಎನ್ನುವರು. ಇಂತಹ ಬಿಂದುನಿನಲ್ಲಿ 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು »-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ದ್‌ ಇ 0 ಆಗಿರುವುದು. 
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12.9 ಉತ್ಪನ್ನವು ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಆಗಿರಲು ಷರತ್ತುಗಳು 


ಚಿತ್ರ 12.13 


y = f (೫) ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. A ಎನ್ನುವ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪ ಗರಿಷ್ಠವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸ ಬಿಂದುವಿನ *-ನಿರ್ದೇಶಕ ೩ ಇರಲಿ. ಆಗ 
ಗೈ4) » /( 84೧) ಮತ್ತು ಗೆ4) » 1(8-೧). ಈ ಮತ್ತು € ಗಳು ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ Aಯ 
ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 8 ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
೫-ಅಕ್ಸದ ಧನ ದಿಕ್ಕಿನೊಂದಿಗೆ ೪, ಕೋನವನ್ನು ಮಾಡುತ್ತದೆ. ೪, ಲಘುಕೋನವಾದ್ದರಿಂದ 


ರ್ಯ ೬1೩೧ ೪, ಧನ ಬೆಲೆ. 


ಓ& ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು »-ಅಕ್ಬಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದರಿಂದ J ಇಟ 


ನಲ್ಲಿ x-ಅಕ್ಸದ ಧನ ದಿಕ್ಕಿನೊಂದಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ೪ ಕೋನವನ್ನು ಮಾಡುತ್ತದೆ. ೪, 
ಅಧಿಕಕೋನವಾದ್ದರಿಂದ ₹೩ಗ ೪ = ಯಣ (ಚಿತ್ರ 12.13). 


ಈಗ ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಸಾಗುತ್ತಾ 8 ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ ಡ್‌ dy ಬೆಲೆಯು 
ಧನದಿಂದ ಜುಣಕ್ಕೆ ಬದಲಾಯಿಸುವುದು ಅಂದರೆ ರ ಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಅದರ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಸ ಬೆಲೆಯು 4 ನಲ್ಲಿ ಖುಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


y = fx) ಉತ್ಪನ್ನವು 4 ನಲ್ಲಿ (೫-೩ ನಲ್ಲಿ) ಗರಿಷ್ಠವಾಗಲು ಬೇಕಾದ ಷರತ್ತುಗಳು 
ಹೀಗಿವೆ : 
NE ಜಿ 
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(i) 4ನಲ್ಲಿ (೫-೩ನಲ್ಲಿ) ದ ಯಣಬೆಲೆಯಾಗಿರಬೇಕು. 


ಆಗ ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠಬೆಲೆ 18) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಇದೇ ರೀತಿ ೪ - 1 (೫) ಉತ್ಪನ್ನವು »ಇ೩ ನಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠವಾಗಲು ಷರತ್ತುಗಳು : 


(01 dy: 
dx 


Cy 
(il) ಣ್‌ = ಧನಬೆಲೆ (X= a ನಲ್ಲಿ) 


ಸೂಚನೆ: 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅದೇ ದೊಡ್ಡಬೆಲೆ ಆಗಿರಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. 
ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯು ಅದೇ ಚಿಕ್ಕಬೆಲೆ ಆಗಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು ಅನೇಕ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು 
ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರಬಹುದು. ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು 
ಪರ್ಯಾಯವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. 3-2೫೫ ಉತ್ಪನ್ನವು ೧1 ಆದರೆ ವೃದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y ಎ 3-2x4x. ಇರಲಿ 


ಟ dy $ 
೫ ಗರ್‌ 2+ 2% 
ವೃದಿ ಸಬೇಕಾದರೆ ಸ > 0 
೫ ಇಣ್ಣಸಿ dx 


ಅಂದರೆ, - 2(1-x)>0 
ಅಥವಾ - (1-x) >0 
AN 
ಆದ್ದರಿಂದ, x» 1 ಆದರೆ ಉತ್ಪನ್ನವು ವೃದ್ಧಿಸುವುದು. 


2. xನಯಾವಬೆಲೆಗೆ ೫-6೫ - 36x +7 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು (1 ವೃದ್ಧಿಯಾಗುವುದು 
ಮತ್ತು (1) ಕ್ಷೀಣಿಸುವುದು ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 


Y=X-6X-36x+7 ಇರಲಿ. 
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(1) 


(1) 


(iil) 


(iv) 


ಲ ಈ ಇ 9) -12xX-36=3(¥-4x-12) 


ಇ 3 (೫-6) (x+2) 
x«-2 ಆದಾಗ ಅಂದರೆ, ನ ಬೆಲೆಯು--ಇ ಮತ್ತು -2 ಗಳ ನಡುವೆ ಇದ್ದಾಗ x೬2 
ಮತ್ತು ೫-6 ಎಂಬ ಎರಡು ಅಪವರ್ತನಗಳೂ ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗುವುವು. ಆದ್ದರಿಂದ 


dy 
ನಾ >0 


ಆಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ ೪ಯು ವೃದ್ಧಿಸುವುದು. 


೫ನ ಬೆಲೆ -2ಕ್ಕಿಂತ ಜಾಸ್ತಿ ಇದ್ದು 6 ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇದ್ದರೆ, *೪2>೦ ಮತ್ತು x-6<0 
ಆಗುವುದು. ಅಂದರೆ 


ಆಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ೪ ಯು ಕ್ಟೀಣಿಸುವುದು. 


x >» 6 ಆದರೆ x- 6 ಮತ್ತು x + 2 ಎರಡೂ ಧನಸಂಖ್ಯೆ ಆಗುವುವು ಮತ್ತು 


dy 
“ > 0. 


ಆದ್ದರಿಂದ ೪ ಯು ವೃದ್ಧಿಸುವುದು. 


೫ = 6 ಮತ್ತು ೫--2 ಆದಾಗ ರ = 0. ಅಂದರೆ, ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ y 


ಸ್ಥಾಯಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಇವು ತಿರುಗಣೆ ಬಿಂದುಗಳು (ಟರ್ನಿಂಗ್‌ ಪಾಯಿಂಟ್ಸ್‌). 
ಒಟ್ಟಿನಲ್ಲಿ, -2-<೫x<6 ಆದಾಗ ಉತ್ಪನ್ನವು ಕ್ಲೀಣಿಸುವುದು. 
x ೨6 ಅಥವಾ x «-2 ಆದರೆ ಉತ್ಪನ್ನವು ವೃದ್ಧಿಸುವುದು. 


ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


y= 8X5-15xX+10X 


WY ANI 
dx 


=20x(2x- 3X +1) 
=20x(x-1)° (2x +1) 
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ಈಗ, x=0,x=1,x= Rae Pe 
2 [6}4 


Fy 
ಹಾಗೆಯೇ FN 160-180 +20 


=20 (8x — 9X +1) 


() x=೦ ಆದರೆ 5 ೦ ಮತ್ತು ಸರ್ವ -20>೦ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ೪ ಕನಿಷ್ಠವಾಗುವುದು. ಉತ್ಪನ್ನದ ಕನಿಷ್ಠಬೆಲೆ -೦ 


2 
(i) x-1೮ದರೆ 2 =0 ಇದರಿಂದಲೇ ೪ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಲು 
ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 
(ಡ್ಡ ತ —1 dy 8 9 
(ill) Ke ಆದರೆ, ಜಾ 20 4 ಇ ಟೆ | 
=—45 <0 


ಆದ್ದರಿಂದ, ೪ ಗರಿಷ್ಠವಾಗುವುದು. 
yನ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ -8(-%)°- 15 (-%2)°+ 10 (-%) 


i 

om 2 SET 4 
ಹಿಡ್‌ ಸಜಿ 2 
sk 16 


4. y=sinx+C೦s 2x ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಚರ್ಚಿಸಿ. 
ಈಗ, y= sin x+dycos 2x 
dy 


ಪ ದರು. 0೦9 (-2 9೧ 2% 
dx 


=C0Sx-2(2sinxcos xX) 


5006 / (1-4 sinx) 


ತ 0 ಆಗಬೇಕಾದರೆ ೦೦5% ಎ0 ಅಥವಾ sinx = (8 
dx 4 
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ಈಗ, ೩ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 0 ಮತ್ತು 2% ಅಂತರದ ಒಳಗೆ ಗಮನಿಸಿದರೆ 


005 x= 0 ಅಂದರೆ xe ಆಗುತ್ತವೆ. 


1 1 ಚೆ 


ಈಗ, ye =-—SINX-4C0Ss2xX 


04 
ಹ 7 Fy > 
(i) Xa ಆದರೆ ಸ್ಟಾ ೫ ಸ್ಯಾ” — 4 0೦67 
=—1+4=3>0. 
ಬ _ ತಿಸ YF 
(ii) Ke ಆದರೆ -ಸ್ಯ = 5>0 


7 37 
ಆದ್ದರಿಂದ, X= ಕ್‌ | ಆ ಆದರೆ y ಕನಿಷ್ಠ ಆಗುವುದು. 


(1) x= sin” ಎ ಆದರೆ 


dy 
25 — Si by . 2 
ಭಾ INX —4 (1-2 sin? x) | 
1 1 
ಹೊ —4 (1-2) 
= ಹ «ಆ 0 


(iv) Xx=n - 61೧೯ -್ನ ಆದರೆ 


ಗ ಇಕ್ಕೆ ಷ್ಟ 
da? 4 


x = sin (ಸ ಅಥವಾ ಇ - “(1 ಆದಾಗ 


y ಗರಿಷ್ಠ ಆಗುವುದು. 
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ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ x ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು )/ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದರೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
9/8, 9/8 ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳೂ ಮತ್ತು 0, -2 ಉತ್ಪನ್ನದ 


ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳೂ ಆಗುತ್ತವೆ. 
log x 
ದ್ರ ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (0-4೧). 
ಗ್‌ log x 83: 
೫ 
1 
೫ ಎ. -logx 1-100 % 
ಸ f(x) ಜಾ ಭಾಷ್‌ ತತ್ತ = ಧರ್‌ ಇ 
ಈಗ, 1(೫) ಎ 0 ಆಗಬೇಕಾದರೆ 1೦x ಎ 1 ಅಥವಾ x - 6. 
ಕ 
X.—— -—(1-logx).2x 
f= 
x 
_. 53/44 2/100% 
ತ yy 
ಳಃ —36e+2e ಇ] 
ಸೆ (6) ಸತಿ" ಹ ಜಪ” ಭವ ಯಣಸಂಖ್ಯೆ 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಗೆ೫) ಉತ್ಪನ್ನವು ೩-6 ಆದಾಗ ಗರಿಷ್ಠವಾಗಿರುವುದು ಮತ್ತು ಅದರ ಗರಿಷ್ಠ 
ಬೆಲೆ log e 


ಅಂದರೆ ಅಥವಾ 6 ಆಗುವುದು. 


6. ೩ ತ್ರಿಜ್ಕವುಳ್ಳ ಒಂದು ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆ ಉಳ್ಳ ಆಯವನ್ನು 
ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಬೇಕಾದರೆ ಆ ಆಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
a ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ 400೧ ಆಯವನ್ನು 
ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ. A೦ ಯು 
ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸವಾಗಿರಲೇಬೇಕು (ಚಿತ್ರ 12.14) 
L CAB = 6 ಇರಲಿ. 
AB = 600090 


= 2800906 
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BC = 60೮61೧69 
= 2851೧00 
ಆಯದ ಸುತ್ತಳತೆ 5 ಆದರೆ 


554 8009 694% 4 861೧9 


ds 
ಎಂ ರ =—4asin8+ 48 0096 
0 


2 
We 


ಬಾ =—4acos8- 4851೧6 


ಈಗ, ನ = 0 ಆಗಬೇಕಾದರೆ an 0 = 1 


6 ಲಘುಕೋನವಾದ್ದರಿಂದ, 6 ಎ ೩ 48-80 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಗರಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆ ಉಳ್ಳ ಆಯವೊಂದನ್ನು ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಬೇಕಾದರೆ 
ಅದು ಚಚ್ಚೌಕವಾಗಿರಬೇಕು. 


7.  ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ವೃತ್ತವನ್ನು ಒಂದು ಸಮದ್ವಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಿದರೆ 
ಅದರ ಕನಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆಯು 671 3 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ದ್ಯ 


ಚಿತ್ರ 12.15 
೦4 (ಇರಲಿ (x » ಗಿ. A೦ರೇಖೆಯು 80ಯನ್ನು Pನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. A 


ಯಿಂದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಹಾಗೂ P ನಲ್ಲಿಯ ಸ್ಪರ್ಶಕವೂ ಸೇರಿ ABC ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು 
ಉಂಟುಮಾಡುತ್ತವೆ. 0. - (ಚಿತ್ರ 12.15) 
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AL=NOA°- OL ಎ1 ಒಗೆ 
Pa 
BP = APtan BAP 


MN 
= APtan LAO 


= AP ಸ =(r+X) — 
AL VF 

A° ABO ಸುತ್ತಳತೆಯನ್ನು p ಎಂದು ಕರೆದರೆ, ಆಗ 

p= AB+BC+CA 
AB+AC+BC 
2AB+2BP 
2(AL+LB) + 2BP 
= 2AL+4BP 


4(r+x) r 2 2(%-ಗಿ* 
\¥-F ಇಗೆ 


A dp ಹ್‌ 20-ಗಿ ಇ X-F- (ಲಗಿ (FFP) 
ರ ಡ್‌್‌ 


_ 2(%4ಗಿ (X-Xr-2F) 
ನನಾ 


= 28-71) + 


ಈಗ, ಲ್ಲ = 0 ಆಗಬೇಕಾದರೆ, x ಇ -/ಅಥವಾ ೫ ಇ 2/ ಆಗಬೇಕು. 


ಆದರೆ, x ಎ - ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ, x ಇ 2/. ಇದನ್ನು (0 ರಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದರೆ 
05 61/3 / ಬರುವುದು. 
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10. 


IAF 


ಅಭ್ಯಾಸ - 12.4 

ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನವು ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠವಾಗುವಂತಹ ೫ನ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 
34 -9%6- 27x + 30 
4x3- 9೫ -12x+ 15 ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫-3೫4 3x+7 ಉತ್ಪನ್ನವು೫-1 ನಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ, ಕನಿಷ್ಠ ಆಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ನ ತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

ದ ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನ ಷ್ಠ ಕನಿಷ್ಠ ಕಂ ಸ 
4xX- 25/6. 40 x3 - 8 ಉತ್ಪನ್ನವು ೩-೦ ನಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠವೂ ಆಗಿಲ್ಲ, ಕನಿಷ್ಠವೂ 
ಆಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಒಂದು ತ್ರಾಪಿಜ್ಯದ ಮೂರು ಬಾಹುಗಳು 6 ಮೀ. ಇವೆ. ಇದರ ಗರಿಷ್ಠ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


ABCD ಆಯದಲ್ಲಿ AB=12 ಸೆಂ.ಮೀ. ಮತ್ತು B೦=5ಸೆಂ. ಮೀ. €Dಿಮೇಲೆ 
Pಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು P೦= ಸೆಂ.ಮೀ. ಆಗುವಂತೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ. 0.42. ೧೮ನ್ನು 
xನಲ್ಲಿ ತಿಳಿಸಿ. ಇದು ಯಾವಾಗ ಕನಿಷ್ಠವಾಗುವುದೆಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x+y = 2 ಮತ್ತು ್‌y ಗರಿಷ್ಠವಾಗುವಂತೆ ಎರಡು ಧನಸಂಖ್ಯೆ x ಮತ್ತು ೪ ಗಳನ್ನು" 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ABC ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಗತವಾಗುವಂತೆ 80೦ ಬಾಹುವಿನ ಮೇಲೆ ಒಂದು 
ಬಾಹುವಿರುವಂತೆ ಆಯವೊಂದನ್ನು ರಚಿಸಿದೆ. ಈ ಆಯದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವುಗರಿಷ್ಠವಾದಾಗ 
ಅದು ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಅರ್ಧದಷ್ಟಿರುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಒಂದು: ಆಯಾಕಾರದ ಆವರಣದ ಒಂದು ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಗೋಡೆ ಮತ್ತು ಉಳಿದ 
ಮೂರು ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಬೇಲಿಯೂ ಇರುವುದು. ಆವರಣದ ಸಲೆಯು 500 ಚ.ಮೀ. 
ಆಗಿರಬೇಕಾದರೆ ಬೇಲಿಗೆ ಉಪಯೋಗಿಸುವ ತಂತಿಯ ಕನಿಷ್ಠ ಉದ್ದವೆಷ್ಟು? 


ಒಂದು ಸಮಕೋನ ತ್ರಿಭುಜದ ಕರ್ಣ ಮತ್ತು ಒಂದು ಬಾಹುವಿನ ಮೊತ್ತವು ಸ್ಥಿರ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ ಇವೆರಡಕ್ಕೂ ಮಧ್ಯೆ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನವು 60° ಆದಾಗ ತ್ರಿಭುಜದ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಗರಿಷ್ಠವಾಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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12. 


15. 


ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತ 20. ಅವುಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯು 100 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


. y= 80060 ಎ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


. ಎರಡು ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ದ 16. 


ಅವುಗಳ ಮೊತ್ತ ಕನಿಷ್ಠವಾಗಬೇಕಾದರೆ 


ಅವುಗಳ ವರ್ಗಗಳ ಮೊತ್ತ ಕನಿಷ್ಠವಾಗಬೇಕಾದರೆ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಯಾವುವು? 


೫" ಉತ್ಪನ್ನವು x ಎ ಆದಾಗ ಕನಿಷ್ಠವಾಗಿರುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಯತ್ರ ಗ್ರಹಸ್ಕ ಪರಮಂ ಫಲಂ ತತ್ರೈವ 
ಗತಿಫಲಾಭಾವೇವ ಭವಿತವ್ಮಂ | 


- "ಎಲ್ಲಿ (ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ) ಗ್ರಹದ ಸ್ಥಾನವು 


ಗರಿಷ್ಠವಾಗಿದೆಯೇ ಅಲ್ಲಿ ಆ ಗ್ರಹದ (ತಾತ್ಕಾಲಿಕ) 
ಗೋಚರ ಗತಿಯು ಶೂನ್ಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ". 
- ಭಾಸ್ಕರ - (ಕ್ರಿ.1114) 
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1 


ಆ d 1 ಮಚ 
ಉದಾಹರಣೆ: ಕ್ಷ (cot'x) = ನ್‌ 


| 
=tan"'x ಅಥವಾ -cot'x 
| 14x x 


ಈಗ, ಕtan'x- (—cot'x) = tan"'x + cot'x = ದ್ವ 
= ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ 


ನಿಷ್ಪನ್ನಶಾಸ್ತ್ರ (ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ)ದಲ್ಲಿದ್ದಂತೆ ಅನುಕಲನದ ಮೂಲರೂಪಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ನಿಯಮಗಳಿಲ್ಲ. ನಿಷ್ಪನ್ನದ ವಿಲೋಮದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿದಿರುವ 
ಅನುಕಲನದ ಮೂಲರೂಪಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಈ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅವಕಲನಗಳಿಗೆ ೭ 
ಯನ್ನು ಸೇರಿಸಿಕೊಳ್ಳಬೇಕು. 


ತ್ತು 6 ಜೆ 
Jxdx = ಬಾಸ ಮ | ಏಕೆಂದರೆ ಗ್‌ (2 =X" 
[5 dx =logx (x>0) ಏಕೆಂದರೆ ೭ (logx) = 
x ಷು ಹ 
d 
J sinxdx = -cosx ಏಕೆಂದರೆ ನನ (—cosx) = sinx 
Ra d 
Jcosx dx = sinx ಏಕೆಂದರೆ py (sinx) = cosx 
| sec?x dx = tanx ಏಕೆಂದರೆ ತ (tanx) ಇ 56ಯ( 
J cosec?xdx = —cotx ಏಕೆಂದರೆ es (cotx) = —cosec?x 
J secx tanxdx = secx ಏಕೆಂದರೆ ಸ (56೦0 = secx tanx 
J cosecx cotx = -cosecx ಏಕೆಂದರೆ ಎ (೦೦56010 
= - Cosecx cotx 
6 
ps sin”'x ಏಕೆಂದರೆ ತೆ (sin™'x) = 
ಇ 1-6 dx Y 1-೫ 
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[64 v py” d -1A ಮ 1 
[Sten X ಏಕೆಂದರೆ x (tan Mp 


J = 56073 ಏಕೆಂದರೆ Po (Sec x) =——— 
xNxX—1 dx xNX-1 
Jedx=e* ಏಕದ ಇರ (0) ಎ0" 
1 
ಆರಾ ಕ್ಲೆ ರ ಕ ಬಿಜ್‌ 
loga dx loga 
d 
| sinhxdx = coshx ಏಕೆಂದರೆ ಮ (coshx) = sinhx 
ಟೆ? 
J coshxdx = sinhx ಏಕೆಂದರೆ ನ (sinhx) = coshx 


| 56072 dx = tanhx 
1 cosech?x dx = -cothx 


| sechx tanhx dx = -sechx 
| ೦೦5600 cothx dx = -cosechx 


13.4 | dx ಸಂಕೇತವು ಹೊಂದಿರುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳು 


_ 
ಬಾತ್ರಾ 100006೩ ಥಿ (೫ ಆದರೆ 


6 
4 6] dx = 0(x)+C 


(ಅಂದರೆ, ಅನುಕಲನ ಮತ್ತು ಅವಕಲನಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಬಹುದು.) 


443 


ಡ್ಯ. NA [vos + ive ಚ್‌ U+V+W 


dx 


-. Judx +]vax+]wdx = (u+v+w)dx 


3. HU =೪ ಆಗಿದು aಯುಸ್ಲಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 
dX ಅಸ ಈ 
ಹ (80 = a dl ಎಡಿ 
dx ಗ. ಉಲ 


-. au = 1806 ಅಥವಾ 
a vox = 1890 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. [rar +C 


3 
ಡಿ | ರಎ-3ೆ Xx 


XS 1 


ಉ 


3 [dx ಹ 


4. Jaxdx=ajxdx= ಎತ್ತಿ 


X X+a-—a 
Pl 
a+X 8-೫ 


ದ 


Xx 1 
ಕ್ರಾ ಸಾ 
ಸ 


ರು | dx-a | 
2ಡಿ 


= X-alog(x+4) + C 


dx 1 
6. |  =— 06 (00) + C 
ಕ್‌ | (ರು-6ಗೊಡಿಗಿ + ವ ) dx 
x x 
. ಆ x 
ಸಕಾ ಕೆ ನತ್ಯ ಸ + logx +2 
= X-X+X5+logx- ವ +C 
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2+1 


8. J(¥-1)(3x-2)dx 
= [(3x5-3xX°—2X°4+2)dx 
ಇ 3/¥ax-3/x0x-2 J¥dx+2 |dx 
3.x 3.x 2.x 


ಕ್‌ ಕ್ಲ ಹ್‌ ವ ಸ +2X+0C 
X ತ್‌ 3} 

ರ ಸಳ ಸಾಬ Td 

9. f (e+ dx 

(೩. ) ಈ 

ತ Xx 

= |x dx +2 dx + \x*dx 
x ಸೆ 

ಮ್‌ +2X + ಗ” +C 


10. X +3 +4X 45 ಸ 


ಗತ 
ದ | (13 03] xB 04 xB 0% 5 xB dx 
NS ಸಾಕ್ಷಾತ 5 
Ey ಕ್ಷ ಢ 2 
ಈ 3 14/3 9 11/3 3 3 15 3 
Fr 18118. A ಜೃ ತ 
1-sinx dx 
1 (ರ್ಯಾ ಸ ಲೋಹ ತ MEE 
(ee ee (1+sinx) (1-sinx) 
- (ಮಸ 1-sinx x= 
= | dx 
1-61೧ 0೦5: 


= [sec’xdx- [secxtanx dx 
= tanx-—secx+C 


12. Jaedx= 8040 
445 


ಅಭ್ಯಾಸ - 13.1 


ಅನುಕಲಿಸಿ (೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) 
1. (ಗೈ 84% ೩.6, ೩೧, ಡೆ. 
ು a a+X 1 8-೫ 
CE ಗಗ 
3. 3X -—-AX-5A4+7 
4. (X-1)° 
5. (1-)ೆ) (1-0 
1 2 

6. eS 
yp ಬ್‌ ಹ 

Vx 
8 ಬಜ ಗಜ ಬ 

Ix 

9. 9cosec?x- 8cosecx cotx 
10. ಸಾ 

1-61೧ 
11. ಸ 

1-009 
12. RS 

1+cosx 


13. 11456172 


14. 131-೮7೫7 

15 ಸವ 
sin?x 

ig 
೦೦೨೨ 


17. (tanx+cotx)? 
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13.5 ಆದೇಶಕ್ರಮದಿಂದ ಅನುಕಲನ 


1 J(ax+b)” ax ೩4೬ರ ಇ ೭2 ಇರಲಿ, 
೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ಜಾ | 702 adx= dz 


1 > 
a n+1 


(ಜರಿ) 
ಗರ್ಜ್‌ 


2 ( 1 ನಥ ax+b = (ಇರಲಿ 
(ax+b)” ”. adx= ot 
ಸ |t- dt 
a 


1 Sst 
a 


—n+1 


1 —n+1 
= ರ್ಟ (ax+b) +C 


ತು 1611 ax+b = t ಇರಲಿ 
| axxb -. adx=dt 
ಸ 1 | dt 
ಜೀಕೆ, 1 
1 
= ಎ... | 
001 
1 
ಭಾಸ log (ax+b) + C 
4 ( dx X೬೩ = ಇರಲಿ 
x+a ~dx=dt 


ಸ್ಟ J 
J: [ 
= 10014. C= log(x+4)+C 


447 


ಇತರ ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

5. Jsin5xsin3x dx 

ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸೂತ್ರದಿಂದ ಈ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಮೊತ್ತವಾಗಿ ಬದಲಾಯಿಸಬಹುದು: 
sin Asin B= % [cos (A-B)-cos (A+B)] 
-. Jsin5x sin3x dx = % | (೦೦527-೦೦0580 dx 


=%] (cos2x dx - % Jcos8xdx 


51೧2 1 ( 
= ET sin8x + C 
sin2x 51೧8 
> ನಾತ್‌ 


6. Jsinxdx =J/sin®xsinx dx 
= |(1-cos?x) sinx dx 
= Jsinx dx - [cos?x sinx dx 
ಈಗ, ೦೦5% = ಇರಲಿ. .. sinx dx = -0! 


-. J sinsx ax = -cosx + | t?dt 
3 
= —COSX + 


ತು 


ಸೂಚನೆ: 


sin3x = 3sinx - 4sin®x ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಯೂ ಈ ಲೆಕ್ಕವನ್ನು 
ಮಾಡಬಹುದು. 


3 | ಕ್ಯ 3x+b = t ಇರಲಿ 
ಆರ 30ಎ at 
1 | 6! 1 
ಜಾಲ್‌ 
ರ! (3x+b) 
ತ +C=- ತ + 


8. secxdx 
1 ನೇ ವಿಧಾನ: 


ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು (6೦x + ಕ೩ಗಸ)ನಿಂದ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
secx (secx +tanx) 
J secx dx = | secx + tanx 
(sec?x + secxtanx) 
560% + tanx secx+tanx = t ಇರಲಿ 
ಈ ... (secxtanx+sec?x)dx = dt 
-| 7 logt + C 


= log (secx +tanx) + C 


2ನೇ ವಿಧಾನ: 
tan = 2ಇರಲಿ. 
ಲಾಗರಿತಮ್‌ ತೆಗೆದಾಗ 


೫ 
log tan ಸಸ ಷಾ 1002 


ಆಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 


1 1 
{an ಮ | ಕ 
2 
ಅಂದರೆ, (ನ್‌ = ಇತ 
51೧೫ ಇಡ 


ಅಥವಾ 100560 x dx = logz + 0೮೬10018 2 +C 


2 


ಈಗ, ೫x — +y ಇರಲಿ. .dx=dy 


( 7 1 7: 
00960, ——+y 0/ ಎ 1೦೮೩೧ ——| ——+ + ೧ 
ಕಾ] cam (3) 


J secy dy = log tan CG 4) +C 
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| dx = log t (3 
.. 1 secx dx =log tan ga 


ಮತ್ತು | ೦೦59೦ x dx = log tan ಜ್‌ 
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ಅನುಕಲಿಸಿ. 
3. {ne pA 1 ಫಿ 1 4. 1 
(x+1)” 2x+1 (3x+1)° 
5. (ax+3) 6. sin (ax+b) 7. sin (2x+1) 
8. 1 9. J 1+cosx 10Xsin®x 
53x 
11. cos*x 12. sinx cosx 13.61೧ ೦೦೨ 14. sin3x 
15. cos3x 16. sin3xsin2x 17. cos3xcos5x 
18. sin7xcos3x 19. tan”x 20.tan*x ೧1. ೦೦೧% 
22. cot‘x 23. sec®xtanx 24.005% ೧ರ ಘ್‌ 
26. cos(2-3x) 27. cosec (5x-3) cot (5x-3) 
28. sec (3x+2) tan (3x42) 29. (7-3x* 30. ಇತತ 
h3 
31. tanhx sech°x 32. coth*x ೦೦5೦೦೧ 4 33. ಕ 
1 1 1 
3. ಜು 4 
34. ರ್‌ + ಘಾ + ಷಾ 35. ೦೦560%% 
36. sin cos 37 38 
2 2 ‘ sin?x ' sin?5x 
1 1 
39. 40. 41. e+e*+ ೮೫ 
4-3 ಟ್‌ 
42. 960 2% 43. ೦೦56೦ 2% 44. $1೧%% 


ಅಭ್ಯಾಸ - 13.2 
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13.6 fx)” f(x) dx ಮತ್ತು | ರೀತಿಯ ಅನುಕಲಗಳು 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


sinx dX 
tanxdx = 
0೦9% 


cosx = ( ಇರಲಿ.ಆಗ - sinxdx = dt 


51೧೫ dt | 
J dx= - }|-——=-logqt=-l s 
J | | t 9 Hg 


= logsecx + C 
ಫಿ | 8x+5 ಸಪ: 42 . 5. 3 ೬ (ಇರಲಿ 
4X + 5x43 “. (8x + 5) dx = dt 
dt | 
ಕ ಚಾ =logt=log (4¥-:5x+3):-C 
3. | sin™'x sin x =t ಇರಲಿ 
| dx 
1-೭ 
-ಮುರ್ಮುಲೇ(ನಸ di 
1-೮ 
ತೆ ಜ್‌ 
= \tdt=-—=-—(sin'x%+C 
2 2 
4. Jee 
dX 3+ 7-1 ಎ ಕ ಇರಲಿ. 
(14x) N 340] 
me™a™ x 
14-25 ಲೇ 


ವಾ q 


ip 2 ಷೆ 
=-—P4+C=— (3+ 
m m 
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13. | co (೦00 


15. ein” 


Mix (2+ 


18. dx 
e* (1+) 
20. | COSxdX 
V1-2sinx 


2೨, sin2x dx 
4+3sin°x 


4. | ಈ 
2 fs 09x) 


26. | Va-bcotx 
sin2x 


28. dx 
x Nlogx 


ಅಭ್ಯಾಸ 13.3 


“ಈ ಅನುಕಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1. cotxdx ತೆ XdX ತ್ತಿ 
(+1) x ( ಗ 

4. 9" Whe y: ಆಗ dx 6. "1% 

1-0೮ x+1 
7. ೦೦9೮ Sec?xdxX 9. cosec?xdx 
1+sinx 148೧ 1-000 
10. ಹ tan™'xdx ಶ್ರ (118೧-1070 ಸಗರ 


13. 


ಸು 


16. ( xd 17. ಸೆ 
dx | ಬ | ಹ್‌ ಟ್ರ 
4.30 Vi+e* 


19. f 0 
[He 
1+xe* 


21. sec°xdx 
(a+b tanx)® 
£3, sin2x dx 
5+2cos x 
25. | 3+4tanx 
cox 
27. | cosx 0? Ya+be™ dx 
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ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು -ಅನುಕಲಿಸಿ : 

sin Ix 
Jx 

32. xsinx 33. Xsinax¥ 34. cosax 


a 
29. sinax 30. ಆ 31, 


35, ಸಹಯ ಎ 36. xcos(¥ +1) 37. X cos(1+x) 
38. sin“xcosx | 39. cos$xsinx 

40. sec*xtanx 41. tanmx 

42. cotax 43. secax 

44, cosecmx 45. ~xanxX 

ಜಾ ಜ್‌: 47. (tanx-—cotx) 


13.7 ಕೆಲವು ವಿಶೇಷ ಆದೇಶಗಳು 


(1 dx X= 8130೧9 ಇರಲಿ. 
24x 0ಎ 8599016008 


ಸ 85607908 
Je+atane 


| dx 
ಷೆ (8-0 (atx) 
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1 A B 


ಜತ *ನನ ಶರ್ಟ್ಸ್‌ 
1 _ Aa+x)+B(a-x) 
“(ema (a-x) (a+x) 


ಅಥವಾ 1=A(a+x) + B(a—x) 


x= ೩ ಆದರೆ 1=A(2a) A= ತೌ 


x= ಇಡ ಆದರೆ 1 ೬ 8 (28) B= — 


dx + 1 d dx 
“1|ಗರರಾರ |e | aa 


—4 1 
log (a-x) + £5 log (80 


1 
ಕ್‌ ದಾ [log(a+x) -106 (a-x)] 


1 cd 10 ೩.೫ 
ನ ಈ ೪ ೪ ಗ ್ಸ್‌ ಹ 


3. 1 ; 
[5 «| (x—a) (x+4) 


೫೬೪%. B 
Kd) 775ರ * ನತ 


+C 


ಇರಲಿ. 


1 A(x+a) + B (x-a) 


| ಹ (x-a) (x+a) 
ಅಥವಾ 1 =A 08) + B (x-a) 


X= 8 ಆದಾಗ A=-— 
2a 


x = -8 ಆದಾಗ B= 
2a 


y 1 1 1 1 
ಚ ನ್‌ ತತಿ ಎವ ಜಾಣಾ ಹಾರ್ಟ ಗೌ 6 
|| dy ಇ: kis ox x4 a 6 


x-a) (x+a) 


1 
lo log (x-a) ಕಾ log(x+a) 


P 
= —=—llog ೧-8) -100 ೧:೫) 


ಕ್ಮ | ಜು X= 85179 ಇರಲಿ 
ಗ್‌ “-dXx=acos6d 


= RN =| ಎ90 
Y ೫ (1-sin?6) 


Xx 
= Sin” ಗಾ C 


5. dx ೫ = a sinh8 ಇರಲಿ. 
"0.೫ .. dx = 8೦೦50೧9 09 


ಫೆ ನ (036940 
a 151೧೧6 
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6. | dx x = acosh6 ಇರಲಿ. 


Je “. dx = ೩91೧೧90 
ಕ 8೩51೧೧96 00 ವ್ಯ ಪ್ರಕ 
೩1% cosh°6-1 


x+ NX 


a a 


ಸಾತ = cosh" ak + C=log aE ಲ 
xa? 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಮೂಲರೂಪದಂತೆ ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕು: 


್‌ | | ಯಲ್ಲಾ ೧೨.0 
a a 


&ೌ+ 
2 1 x-a 
| x-&ೌ ಪಸಂ 28 log wa ಈ 
ಹ 1 1 ೩-೫ 
J Fy Teg MSS 
4 | ಕ dx=sin' ——+C 
Ya a 
be = sinh” pa C=log NX ಜ್‌ 
4 dx ಇ ೦೦೫೧7 ೨. C= 100 NXE ಕ 
xa a a 
ಸೂಚನೆ: sinh x = 100 (x4Y1+¥) 
cosh x = log (x+\¥X°—1) 
1 1+x 1 x+1 
ES RE ಜ್‌ 3 
tanh" x= > log ಸಾ , coth™ x ನ log ಸ 
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ಜೆ dx 3152171809 ಇರಲಿ 
74+5xX° - N5dx= 7 sec 6 d8 


1 17660600 


1 
EE ಹಮ್ಮು de dibs 6 + C 
5 J 74708036 135 | {35 


ಕ ಹಾ ೫5 
135 17 


8. dx 
8cos?x + 361೧೨ 


(ಉತ್ಪನ್ನದ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳನ್ನು 56% ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ) 


+C 


sec?xdx 
“| 8+ 38೧೨ J3tanx = V8 tan6 ಇರಲಿ. 


ಕ ತಾ 3856060 - N3sec®x dx = V8 sec’6 9 


{3d 8+8tane 


ಬಡಾ ತಾಜಾ “೮ಎ ಹಾಸ ar (tan) +C 
24 24 24 . 8 


9. dx 1೫3 218 tanh6 ಇರಲಿ. 
8-34 1೫3 05% 85660036 00 


1 1:/8660039008 


ಬಾ ರ್ಥ ವ್‌ ] 09ಎ 9.0 
J3 8-8tanh?6 JaA3 {24 


sk tanh ಮಾರ್ಕ್‌ ಛಿ 
"124 Y 

1೫3. 

1+ Ny 
1 1 

ಈ ಸಾಗಾ ಗ ರಾಶ್‌ log ಸ! +C 
V2 ನಸ x3 

18 


1 T8+xA3 
Qe +6 
416 8 ೨1೪3 


10. dx x3 = 261776 ಇರಲಿ 
ಇ 4+3X *. A 3dx = 200609 00 
ಪ 1 200679 009 ಷೆ 2 0೦619 dh 
{3 | 14446/೧೧39 3.2 00676 
ಸ್ಯ ಈ... ನ ನತು ಪರಾಜಿತ ಕಶ್ಟ್‌ 
13 13. 13 2 
7 (ನೌ. 1+ ಸ +C 
3 2 ಇ 4 
= pe log (x3 +4437) +C 
3 
111. dx 3x = 46179 ಇರಲಿ 
J 16-9¥X ”. 3dX = 40099 00 
ಸ್‌ 1 400969 00 ಕೆ | a 2 940 
3 J 16-166/36 
1 SX 
We ೬:೫೪ —1 
ಇ. sin ೫ +0C 


YE. pug dx A B ೫ 
4-9 || (2-30 (2.30) 2-3x 243% 


1 ಇಓ (243/0 + 0 (2-30 


3x =-2 ಆದಾಗ, 1=4B ;,... B= 


1 

4 

1 
3x=2 ಆದಾಗ, 1-4 ಸ ಜರ 


459 


1 1 
[3 ಸ ಕಾ ee sees IN 
-. ಅನುಕಲ J s+ FEY) 


1 1 


1 
ಬಸ್‌್‌ ಅಹಿ ಬ ಎಎ ಜಾ - 00 (243 C 
ye - ನಾ log (2-30 + 3 0g (2430 + 
1 243 
tC 
13. INSEE dx x= asin6 ಇರಲಿ 
“dx=acos6dh 
=/VY&#-&sin®6.acosed 
ಇ ಈ 10041903 
=&# 11% (1400929) 0 
ಈ ಹೌ 
= ಸಾ | + ನ್‌ [eos 00 
ಜ್‌ ಈ A 2 sin26 
ಭಿ 2 2 
ಜ್‌. = 8 ಈ 
ನ್‌ sin ಹ್‌ + ಇರ್‌ . 2 SIn8 ೦೦೨6 
ಈ ಹ ಈ & / Xx? 
eG Ss ನ್‌್‌ ಸೇ ಪೂರ 8 ry ಟಿ 
Ssh EE 
14. [+ vee x = 61೧೧9 
dx = 0೦9೧9 00 


ತೆ [ane Y 1+sinh26 coshe 0 


= ow cosh°6 00 
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| 


1 


16 
3 
ಹಿ: 
ಅನುಕಲಿಸಿ 
; 1 
4+3X 
4, X 
4x +9 
{. 0೦9% 
56೧.9 
10. 1 
Vx (9+4%) 
13. Sinx 
8-3sin?x 
16. 1 
540052 


sinh? 26 


1 
dh = ತ 


4 


ಅಭ್ಯಾಸ - 13.4 


2. 1 
5+9X 
5. x 
4x39 
8. sec°x 
7+3tan?x 
11. 1 
x{9+4(logx)”} 
14. sec’°x 
5+4sec?x 
; Fd 1 
3+4sin°x 
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cosh 46-1 


ಪ 00 


1 1 
ತತ್‌ sinh 46- ಜ್‌ *೧೮ 


1 1 
Ae . ಜೆ ಸಾ .... ಈ - 
5 .2 $1೧೧29 . cosh 29 ನ sinh” x+C 
1 
.. 2 $1೧7೧9 ೦೦5/79 (1+2 $1೧೧76) - ಹ್‌ sinh” x+C 


x. TR (142) -—— sinh“ x+C 


ಫೆ; 1 
a+bx 

6. ex 

3044 
9, sinhx 

6+25cosh°x 
12. 51೧) 

9+4cos°x 
15. 1 

9cos?x+4sin?x 

18.0 ex 


(14.2) [9-407] 


19. 


22. 


25. 


28. 


31. 


34. 


37. 


40. 


1 
94 


, 
74 
COSX 
9—4sin?x 
1 
x [16-9x] 
1 
J 9+5x 
X 


J 16+9x 
COSX 


J 4+5sin?x 


coshx 


J 4+5sinh°x 


nd | ಹ 
ಇ 1-5 


46, | XOX 
x 


20. 1 
23. X 
26. ex 


29. Ax 


32. 1 
J 16+3¥ 


35. x 


25+16¥ 
38. COSX 


Y 9-4cos?x 


41. | dX 
Nw: 
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ಸ 
10-38 


24. 2 
25-96 


21. 1 
ಸ[4-00/03 
30. sinx 
12-5cos*x 
33. 1 
174.468 
36. 
ey 
39. sinx 
J 10-3sin®x 


42. | 1 
23 


45. J» 1-x dx 


48 [es 


51, 1 


55. 


81. 


60. 


63. 


66. 


69. 


ಕ, 


15. 


18. 


81. 


84. 


87. 


90. 


{x 
Jox-8 
sec°x 
 Btan®x—25 
1 


xX 4(logx)? — 9 


Rs 
9-100 
ನೌ 
ಇತ್‌ 


13-25 
ಇರ್‌ 
ಇ 


16.72೯ 


56. cosx 


ಇ 46/೧2-25 


58. coshx 


J 5491೧೧೨ 


A 
10094 


64. 1 


ಗಹ 


67. ಇ 100-942 


70. ಇ 8-34 
73. ೪7-32 
76. ಇ 342೭ 


79. 1 
2+ xX 


ಸ್‌ 
88. 1 
J3x-8 


91. 5-6 
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59. _. ೦೦೪% 
J 96/೧2-8 
62. 1 
100-9¥ 
65. 1 
ಗರ್‌ 
68. 1/ 9-4X 


71. 1 10-92 
74. 19.45 
77. 1 4.3೯ 


80. 1 
7-8 


83. 1 
ಈ 

86, 1 
(4+3X°) 


89. 4-೬ 


13.8.1 t=tan ಸ್ವಾ ಆದೇಶ ಮಾಡುವ ಅವಕಲನಗಳು 


| dx X 
PN ei Ae 
ಸುವ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


೦೦5% = — sinx ಬ 
148, 1-8 

ಮ ಇ ಆ ಸಾ ರೇ dt 

(148) ks ಸ | 2 - 

; ಟು ಅಥವಾ 0೫ = 2 

18 
ಜ್‌ dt 
ನ 4440. 3-38 
dt 
ಸ್ಯ Jer 
ಹ $e tan” ಜಟ +C 
7 7 
X 
tan —— 

ಹ ಜಡ tan ವ + C 

7 17 

2. dX tan ಈ 3 = 
3+4sinx 2 
ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
; A 
is - 


464 


ys | ಮ 26! 
3+3f +8 3 +t 


1 36-4-17 
ರ log +C 
{7 34447 
x 
3 tan ಹ್‌ +4- 17 


3180೧ 5 ೬4. 17 


| dx ಸ dx 
2x 
+3x+5 2 (y+ 3 ಕ 2) 
2: 2 


ಜ್‌ dx 
2 2 x Bice 
(*+— 


465 


X+ 


3 1 | dX 
2 3 2 31 
we] ಈ 


/31 
24 ಎ ಕ ಅ 1೩೧9 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 0 ಇ ಜ್‌ ೨601009 


ಜಾ ಎ ಮಯ, [08ಢ ಎ 9% 
2. 181 | 2131 
ಇ 16 
[x ಘಿ 
2 4 
= ~~ tan” +C= ಹ tan™ (೨ ) 0 
131 31 /31 J 31 
| 16 
ಗ dx 


Ce JE 


J F-(x+2) 2. 0230066 00 


3 
RE ಲ್ನ. 10-56-4೦ 
| 3೩ 3361೧20 


[ಸಾ dx X42 = 3 sin6 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 


| 
ಊಉ 
; 
x 
ಣು 
ದ್ಯ 
೧ 


ಅಂಶ =k BE) +m ಇರಲಿ 
dX 
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ಚಡ 


”. 3-5 = k (2-6) + m 
ಎರಡು ಭಾಗದಲ್ಲೂ ಸಹಾಪವರ್ತನಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದರೆ 
3 


2k=3.. k= = 


ಈಗ, -6km=5 -. -6( 3 +m=5 


~mas1d4 


(3x + 5) 


3 

ರಾನಾ 
Sy ಸಾ SA 
(ತ py ತಾರಾ * 


ಷ್ಟ (6) dx ) dx ದ dx 
x X¥-6x+10 X-6x+10 


dx 
log (2-610) + pe 


—3 
log (X—6x+10) + 14 an ( ಫಿ C 
sinx + 3 cosx 
dx 
| 3sinx + 4 ೦೦5% 


ಅಂಶ ಇ (ಛೇದ) * m. ನ (ಛೇದ) ಇರಲಿ. 


l.e., 51೧ + 3cos x = / (3sinx+4cosx) + m (3cosx-4sinx) ...(1) 


Sinx + 3Ccosx 
dx 
3 91೧% + 4 ೦೦5% 


Kk (3sinx + 4 cosx) + m (3cosx-4 sinx) 
3 sinx + 4 cosx 


|. fe 3 ಮಾ 51೧) ಡು 
3 5೧% + 4 ೦೦9% 
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dX 


= kx + mlog (3 sinx+4 cosx) + 0 sic Ue) 


ಈಗ, 51೧% ಮತ್ತು ೦೦6% ನ ಸಹಾಪವರ್ತನಗಳನ್ನು (1)ರ ಎರಡು ಕಡೆಯೂ 
ಹೋಲಿಸಿದರೆ 
3k-4m = 1 
4k+3m = 3 


ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ 


3 1 
k= ಎಎ, pr 
ನ 


ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (2) ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


- | 
TANK RT 3sinx+4cosx + C 
3 sinx + 4 cosx ನಾಸ log (3sinx+4cosx) + 


X+1 
ಈ | ವ 
ಇದರಲ್ಲಿ, ಅಂಶದ ಘಾತ ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ, ಹೆಚ್ಚಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಅಂಶವನ್ನು 
ಛೇದದಿಂದ ಅದರ ಘಾತ ಕಡಿಮೆ ಆಗುವವರೆಗೂ ಬಾಗಿಸಬೇಕು. 


| (SInx+3 ೦೦೨) ಸ 3x 


X+1 2 
ಗ್‌ 


x +1 dx 
4 pe: dx = (ನಡ [ [2 


x 
= ಸನ್‌ —X+2tan'x+C 
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ಇವುಗಳನ್ನು ಅನುಕಲಿಸಿ. 
1 
3+2cosx 
1 
5+4sinx 
1 
42x45 
1 
ಸ X+3x-2 
1 
12. ರ್ನ 
2X 44x49 
1 
15. ್‌್ಹ್ಹ್ಹಹ್ಮ್‌್ಪ್ಪೆ 
J 3-2೧೭ 
1 
18. ಹ್ಮ, 
V x2+2x-1 
1 
21, -__ಾನದ 
Y 9-2x-x? 
24. 1 5.4.೯ 
2 Zsinx+cosx 
51೧7-3009 
x—1 
30. 
ಕ X-—1 


ಅಭ್ಯಾಸ - 13.5 


10. 


13. 
16. 
19. 
1 


25. 


28. 


1 
5+6cosx 


1 


2-cosx + 3 sinx 


1 
X+4x+6 


1 
X—4x-8 


1 


2X +3x+1 


1 


V7-4x-2¥ 


1 


ಇ 42x42 


ಗ್‌ 


1733೯ 


X+1 
ಸಿ. 
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8. 


11. 


14. 


17. 


20. 


23. 


26. 


29. 


1 


8+5cosx 


1 


2X43x+6 


1 


3X4+6x48 


1 


ಇ 4-3೯ 


1 


ಇ 8-5x+x 


1 


V xX -—4x-6 


V 42x42 


ಇ 2X-3x4+5 


x +1 


x+1 


13.9 ಆಂಶಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಬೀಜವಾಕ್ಕಗಳ ಅನುಕಲನ 


1 
Ke (ಸಾ ನ್‌ dx 


ಎ ಸಟ ಟ್‌ 
(1-2) (x-5) OO ೫-೩ x-5 


_. Ax-5)+Bx-2) 
je) 
“1=A(x-5) + B(x-2) 


x=5 ಆದರೆ 1= 8.3 B- 


dx ನ್‌ dx dx 
NM [COPE CDRA ಭಾ 


1 
3 


log (X-2) + ವಾ log (೬-5) + ೦ 


1 lo X-—5 
ನ್ಯ g 


(2X41) dx 
(2-1) (2) (3) 


212... 


ಜಿ 
(x41) (0-2) (x43) x43 


2-3 


ಜಾ ~- ಭ್‌ + 
ST ಹಾಡಿ 
2X41 =A (x42) (x43) + B (x+1) (x+3) + C (x+1) 0೬2) 


3 
X= -1 ಆದಾಗ 3=2A ಸ್ಯ ಸೂ 7 
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X=-2 ಆದಾಗ 9=-B ..B=-9 


: 
x=-3 ಆದಾಗ 19-20... 0೩ ಡೆ 
(26.1) dx 
(೧-1) (X42) (x+3) 
3 1 19 1 
ಕ್‌ he (ರ್ನ + ೫7೯1777 
3 


7 log (x+1) -9 log (x+2) + ತ log (x+3) + C 


| 1 | | A y; ವಸತಿ ಸ 
X(X+1) ೨ Xx x +1 


1=A(¥+1) + (೧.೮) x 


x= ಆದಾಗ 1=A2+B+C 
x=0 ಆದಾಗ 1=A 

“—1=B+C ... (1) 
X=-1 ಆದಾಗ 1=2-(-B+0) 

-1 =-(-B+0) 

1=C-B ... (2) 


(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ ೦.೦, 8-1 ಆಗುವುದು. 
1 1 X 
_ pF a=] — ಡಸ್ಟ್‌ J ಲ್ಲ 
PN dt | x41 =t ಆದರೆ 
eps 2 ! | 2404೬ ೮!ಆಗುವುದು 
| 
= logx — | log t+ C 


= logx - —- log (X +1) + C 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 13.6 


ಈ ಅನುಕಲನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕ್ಡ dx 
(1-1) (x-2) 


[i 
ಗಾ (x-2) 
Se 
(x ET) (x-2) 
4. 
Re 
dx 
[EF 
6. dx 
(26.1) 
Jer 
| 
ರ್ಮ್‌ 
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13.10 ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ 


ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನ ಮಾಡುವ ನಿಯಮಕ್ಕೆ ವಿಲೋಮವಾಗಿ 
ಅನುಕಲನದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಅನುಕಲನ ಮಾಡಲು ಒಂದು 
ನಿಯಮವಿದೆ. ಇದಕ್ಕೆ ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ಟ ಮತ್ತು ॥ ಗಳು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನ (೫ನಲ್ಲಿ)ಗಳಾದರೆ 


dv 
u—— dx=uv- | vd 
dx 


ಅಥವಾ] uv' dx = uv- Jvu' dx 
| 0ನ್ನು 1 ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ ೪" ನ್ನು 2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ ಎಂದು ಕರೆದರೆ 
J uv' dx = (1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ) (2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ) 
- (2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ) (1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ) 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಸ, x sinxdx 


(1) (2) 
= X (—-Cosx) ಸ | (—cosx) (1) dx 
= —XCOSX + | cosx dX 


= —XCOSX + SiNnx+C 


2. JXcos3xdx 
ತೆ, sin3x 
=X ( ಸ ದಾ | ಸ 2x dx 


ತ್ಡ X sin3x 2 Wn 
(1) (2) 


ರ 27 ಸ್‌ J) 1] 
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x sin 3x 2 2 
= po + ನಾ ೩೦೦9 3x - ಜ್ಞಾತ cos3xdx 
ಪ Xsin3x 2xC0S3x ನೆ 2 51೧3 Ke, 
ss 3 9 9 3 
Xsin3 2 3 2 
} sin3x ಸ xcos3x a 


ವಾ Wik 
(1) (2) 


Ne 
=Sin' x.x- | dx 
ಇ 1೨೩ 1-7 = ಆಗಿರಲಿ 
ಆಗ -2ಯ( = ೮! ಆಗುವುದು 


= ೫ 61೧ (4. 


=XSIn'x+(1-X¥)* . 0 


4. ರ 
ವ್‌ ( Be  ್‌ 
(1) (2) 
= (log x) x - x. 
ed 
=Xlogx-x+C 
5. |x logx dx 
(2) (1) 
x x 1 
Wr logx — ( ಕ್‌ dx 


2 2 
x logx 1 x 

ಕಾರಾ ಸಟ್ರ್‌ ೦ ಸಡೀರರ್ಟರ್ಗಾರ್ಸಾ ಸಹಿ 
"100% | 

= ಜಿ ಜ್‌ C 

6. [+ ೫X dx 
ಇದನ್ನು 1 ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ 
೫೨.1 dx 


`ಸ (1) 


ದ ೫% ಡಿ'2 ಹತ್ತ ಇತ್ತ: 


ಎ1 ಣೆ. (ಮೆ dx 


=xNa-X- (ಡಂ dx + & 


dx 


ie, 141ಎ ೬1% ಉಟ. ೫ |—— 
(8-22) 


212 (1೫:73. sin” ಎ +C 
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ಟ್ಟೆ FF sin + c] 
2 a 
(ಸೂಚನೆ: ಇದೇ ಅನುಕಲವನ್ನು ಹಿಂದೆ x - 851೧ 9 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ಮಾಡಿದೆ.) 


7 & |; sec?x dx 
(1) (2) 


= xtanx - [tanx.1 dx 


= Xxtanx + log cosx + C 


8. |xsin5xcos3xdx 


ಇ 2೧; WH [sin 8x + sin2x] dx 


5 fon 8xdx+ ಎ. |xsin2xdx 


le (— ಕಂ ಸ ಚತ | 


|» ರ ಣ್ಯ | (—cos2x) a 


2 
— XC0S8X 1 
ಹಣದ ಜಾ ಇಷ್ಟ ಸಾರಾ koaB de + ನಾ ೦೦52 dX 


16 8 ೩ 


X ೦೦೨8 ಭು 51೧8 x XCOS2X Ssin2x 
ಎ + 


16 64 4 4 


9. |X ೮೪೫0 
(1) (2) 
pe ದಾ | . 20 
ಡಿ ಡಿ 


Xe Yl 2 Js e“dxX 
~ ೬? (1) (2) 
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+C 


10. 


೦೫0೦೦9 bx dx 
(1) (2) 


b b 


sin bx sin bx 
1 ಎ00 ದ . ae” dx 


e* sin bx 
b 


__ ೮1೧0೬ ಹ 33 0% ಚ 2 (ವ್‌ ಡೀ ಇ cosbx ಜ್ಯಾ; a 


ದ — [oss bx dx 


esin bx a ಈ 
Ne ೨೫ cosbx - ಹಾ [cos bx dx 
* ಈ r= e*sin bx pt ae” cos bx 
ಸ್‌ 0 0 


p 
14 ಸ್‌) [be”sin bx + a ೦೫೦೦9 ರಿ 0 


1 i 
Foe (be™sin bx + ae” cos bx) + C 


ಇಕೆ (8006 bx+ bsinbx) + C 


2+ 
x sin" x dx x = 6109 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 
1-26 ಆಗ dx ಇ ೦೦56 009 ಆಗುವುದು. 
| 61೧6.09 <a 
0೦90 


| 98179 4 [ಈಗ ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ ನಿಯಮವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ] 
(1) (2) 
9(-ಂ೦59) -| (-cos8) 1 0 
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— 90069 + | cos® 0 

— 90059 + sin6 

—sin'x NI-P) +x+c 
—Ai-Xsin'x+x+c 


Rk / 41x ಎ x = 0069 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ 
ಇ 1+x . dX=-sin8dh 
1--0099 
tan” ಭಾಶಾ -61೧0) 009 
| 1+cos8 ( 


(—sin8) 00 


2 
6 
[rar (on ಈ (—sin8) 09 


-- pg 51೧6 09 [ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ ನಿಯಮವನ್ನು 
2 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ] 


1 
- ದ್ಯಾ (೧60069 10089 6] 


1 Sin@ 


00099 — +0C 


4 HA ವ 
x cos” ಹಿ ಹ್ಹ («೦೦೯೫ ೬೫-ಇ 1.0 


2 | 2 2 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 13.7 


ಅನುಕಲಿಸಿ 
ES PAR ಟಿ ಉಚ್ಚ ( 3. x(logx) 
4. x logx 5. tan'x 6. xtan'x 
7. cot'x 8. sec'x 9. Xsinx 
10. xcosxcos2x 11. Xsinxcosx 12. xsinxsec®x 
13. ೦೦5೦೦ % 14. «106 (1-0 15. 07 cos 5x 
16. 01009 17. sinh2xsin2x 18. 07೫% 
3 
FY 
(14x) 
19. «೦೦5% 20. xlog x 21. e“ cos bx 
22. 9೫5/೧ bx 23. e”sin™™* 24. tan‘ x 
EU Six 26. «560 27. ೦೦೯7 —— 
28. ೧೫೧) 29. cosh ax sin bx 30. ¥ sinh x 
14x 
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ಅಧ್ಯಾಯ - 14 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳು 


14.1 ಅನುಕಲನ - ಒಂದು ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿಯಾಗಿ 


ಗೆ) ಎನ್ನುವುದು ಒಂದು ಸಾಂತ ಮತ್ತು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ ಉತ್ಪನ್ನವು ೩-೩ ಮತ್ತು 
x=-b ಎರಡನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ರಾ ಇರಲಿ. 
b-೩ ಅಂತರವನ್ನು ೧ ಅಂತರಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿದರೆ ಈ ಅಂತರಗಳ ಉದ್ದಗಳು 


ಸಖ್ಯ, ಸ್ಮಯ, KX eee, X 


AT 


X 


೧-21 


೫-೫, ಆಗಿವೆ. 

ಇಲ್ಲಿ ೩ಎಸ್ಕ, ರ-೫ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಗಮನಿಸಿ: 

(XX) ಗಟ) +X) AX) + (ಕಸ್ಯ) ಗಲ) ಇ... ೬... * (ದ್ನ) FO) 
ಇದನ್ನು 2 ಗೆ೫) 5x ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಇಲ್ಲಿ, ರಿಸವಸ್ಸಾ ೫x, 


ಅಂತರಗಳು ಅತಿಸಣ್ಣದಾಗುತ್ತಾ ಹೋದಂತೆ ಈ ಮೊತ್ತವು ಒಂದು ಮಿತಿಯನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. ಆ ಮಿತಿಗೆ, x- ೩ಯಿಂದ x=bವರೆಗೆ, ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಅನುಕಲ ಎನ್ನುತ್ತಾರೆ. ಅಂದರೆ 


n—1 b 
lim p, f(x)ex, = 110 ಯ 
N—oo a 
0x0 r=0 


ಈ ಅನುಕಲದ ಬೆಲೆಯು ಸಾಂತ. ಏಕೆಂದರೆ ಎನ್ನುವುದು ಗೆ)0 ನ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಆದರೆ 
ದತ್ತ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಈ ಮೊತ್ತವು <M॥[(x-a) * (x-x) +... + (bx) 
ಅಂದರೆ, ಮೊತ್ತವು « M(b-೩) 
ಇದು ಸಾಂತ ಏಕೆಂದರೆ ಗ, 0, 8 ಎಲ್ಲವೂ ಸಾಂತ. 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಆದರೆ, ಈ ಮಿತಿಯನ್ನು ಮೇಲೆ ತಿಳಿಸಿದಂತೆ ಸರಳ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಲ್ಲಿ ಲೆಕ್ಕ 
ಮಾಡುವುದು ಕ್ಲಿಷ್ಟಕರ ಮತ್ತು ಎಷ್ಟೋ ಸಮಸ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಅಸಾಧ್ಯ ಕೂಡ ಆಗಿರುವುದು. 
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14.2 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಮತ್ತು ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳಿಗೆ ಇರುವ ಸಂಬಂಧ : 


1. ಜಾಮಿತಿಯಂತೆ : 


Y 


ಚಿತ್ರ 14.1 


AN, ೫ೃ, ... ಕ, B ಗಳು x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಈ 
ಬಿಂದುಗಳ x- ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ೩,%x,... ಸ್ನ, ರಿ ಇರಲಿ, ಈ ಬಿಂದುಗಳ y-ನಿರ್ದೇ 


೧-1? 
ಶಕಗಳು y= ಗೆ?) ಎನ್ನುವ ವಕ್ರ ರೇಖೆಯನ್ನು ನ, ಗಿ, ಗ್ರ... ನಿ, ೧ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. 


೧-1? 
ಆಗ 40, ( ಗೃ ಸ್ಮದ್ಧಿ. XP Tf), fx) fx). ಗ.) 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ (ಚಿತ್ರ 14.1). 


~ (X-a) 18) * (xx) Nx) ಇ... (bx) fx) (1) 
EAN APEX KON PE EA ಗಿ ಟ್ಛ, ಗೈ 


= PX,PX,.., Ph, ಈ ದೊಡ್ಡ ಆಯಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತ 


ಈ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಕ್ಕೂ ಮತ್ತು 40008 ಪ್ರದೇಶದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಕ್ಕೂ ಇರುವ ವ್ಯತ್ಕಾಸವು 
< PP, P,P,,..... ದ 0 ಚಿಕ್ಕ ಆಯಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತ 


100 
ಈಗ, ಎನ್ನುವುದು ಅತ್ಮಂತ ದೊಡ್ಡ ಪಾದ ಆದರೆ, ಈ ಮೊತ್ತವು 
0 x ಅವುಗಳ ಎತ್ತರಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ವೃತ್ಕಾಸ < ಆ (60 - AP). ಈಗ 0 ೨೦ 
ಆದಾಗ ಇದೂ ಕೂಡ - 0 ಆಗುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 80, AP ಗಳು ಸಾಂತ. ಆದ್ದರಿಂದ 
APQB ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಎಲ್ಲ ಆಯಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಆದ್ದರಿಂದ ಅದು 
(0 ರ ಮಿತಿಯನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಈಗ, (00) ಇ ಗೆ೫) ಆಗಿದ್ದರೆ 4/00 ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು = (0) - (೩) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಬಹುದು. 


(8) 10) 4% (ಓಸಿ) ಗ) *...* (bx) ಗ) 
ಎನ್ನುವುದು " (0) - ಓ(8) ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
0 


1 100 0೬೯0) -೯(8) 
a 


ಇಲ್ಲಿ, F(x) ಎನ್ನುವುದು ಗೆ೫) ನ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ. ಅಂದರೆ 
fx)dx=F(x+C 


2. ವಿಶ್ಲೇಷಣ ವಿಧಾನ: 


F(x) = fx) ಆಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ "(00 ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಗೆಖ. ನಿಷ್ಠನ್ನದ 

ವ್ಮಾಖ್ಕೆಯಂತೆ | 
lim F(x+dx) - F (x) 
0x0 ಕ 

ಗಟ - ಓಂ 


Sn 


= F(x) ಇಗೆ) 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಕಿ ೨ 0 ಆದಾಗ 8 ಎ 0 ಆಗುತ್ತದೆ, ಅಂದರೆ 
F(x+dx) -Fx=oxfn+edx 1 
x= ೩ ಮತ್ತು ರಿ ಎ ೫-೩ ಆದರೆ 
F(x)- Fla) = (x-a) fla +e, (x-a) 
x= ೫ ಇದ್ದಾಗ 8ಎ ಸೃ ಆದರೆ 
F(x) - Fx) ಇ (Kx) 1(() +E, (Xx) 
x= ಹ್ಮ ಇದ್ದಾಗ 8 ಎ ೫-%, ಆದರೆ 
F(x)-F(X) = ಯ) fx) + &, ಸಸ) 
x= ೫x, ಇದ್ದಾಗ ಕ ಇ ರಿ-ಸ್ಣ್ಯ ಆದರೆ 
(0) - F(x J=(b-x f(x 3೩ (bx) 
ಈ ಎಲ್ಲಾ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಕೂಡಿದರೆ 
F(b) - F(a) = ((-8) 10) + (XX) ಗ) +... 
+... (b-x f(x) 
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=£ (X-a)+e (XK-x)+ +e (bD-x) 
ಆ 17] (ಒ-8) 117 (KX) *..*17 (ರಿ-ಸ.) 
(೧ ಎನ್ನುವುದು ೭, ೭್ಮ,... ೭ ಗಳಲ್ಲಿ ಅತಿ ದೊಡ್ಡ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರಲಿ) 

ಹ 1] ((-8 ಸೃ... ರಿ-ಸ್ಭ್ಛ್ಯ) 

=n (0-8) 
೫್ಮ-8, ಹ bx, ಅಂತರಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಅತೀ ಚಿಕ್ಕ ಚಿಕ್ಕದಾಗಿ ಮಾಡಿದಾಗ, 
£,£ಓೃ, ೭... ಕಿ ಎಲ್ಲಾ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೂ ಮತ್ತು ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಅತಿ ದೊಡ್ಡದಾದ 17 ಕೂಡ 0 
ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತವೆ. 

.. F(b)- F(a) = lim [((-8) fa) + (Xx YK) ಆ... (bx f(x) 


1-೨೦೦ 
0 
= 110 0% 
a 
b 
~ JfxNdx=F(b)- F(a) 
a 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 ಸ್ರ 1 1 
; ಈ ಮತೆ ಜರಾ ಮು ಸ ಸ ಹ 
1 3» | ಸ 0 ಸ ಡ್‌ 


1 1 
2 fark Bs log (347%] 


0 3+7x 7 0 
1 1 10 
= - 00 10- = — ತ್ಯ 
ವ [log 09 3] ದ log ಸ 
3 3 
dx 1 X 1 
3. DE pA ಜ| ಘಎಸಾಹೂ ತ ಕಡದ 1 
PN 5 tan 5]; ಸ [tan™ 1 -tan" 0] 
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1 T 7 
ಸ ಚನ LS ON ಪ 
3 (7 ) 1 


0 


4 
ಇ (ಛಿ ಆಡ್‌ 1” 1) 0 
(0+ > sin 


7 
4 


ಈ 


7/2 
ಸ J dx = [log sinx] 
7/4 14 


log sin y log sin ಕ 
g > g 4 


4 
log 1 -log — 
2 


1 
Y2 


1 
ದ 

ಎ 
A 
ಣು 
I 


7/0 
೮ 
6, fo bx dx = 
| ಸಸಿನ Kk, 


81/0 


೫.0 


ನಾ | 


(8) 


8೩006734 05657) - 


೬ ಸ [4 +1 ] 
‘#4 
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a 
_—————— 1 eA ನ 6 
4 |1 (೫-೨) ಯ ಜಾ .] ಸ | 


(acos bx + bsin ಚ 


a 


೦ 


Tb 


0 


ಅಭ್ಯಾಸ - 14.1 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಕಲಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1; 


4 3 9 9 
| x dx, | x? dx | NCE | (X—x+1) dx 
1 2 4 0 


(2x+3)° dx, | ಜ್‌ (x+a)" dx 
1 ಸ ಸ ಸ್ವೇ 


dx 


ಗ್‌ 


7/2 7 7 
x 
[sinx dx, | ೦೦5% dx, | sin -ರ್ಧ dx 
| 
0 0 RK 
7/2 7/4 7/2 


hein 2X ch | | 0೦5: «00% 
0೦ ೦ | 


a 2 
17374, | ಹಸಾತ ಜ , | Ad 
0 0 1 
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10 


11 


7/2 7/2 


/ 
| 603609 , | cote 0 
0 


7/4 


ಡಾ 4 
| xlog x dx, | x log x dx, 
1 1 


712 —qn/2 


| dx dx 
Jo "J ಗ್‌ 


ಗ 
1 1 

12. | sin™ x dx, | tan” x dx 
0 0 
7/2 7 


13. | © cosx dx, | ೦೫೮1೧ dx 


14. 


15. 


16. 


0 0 


1 1 
| x e*dx, | coshxdx 


0 0 

a a 
[ಸಳ್‌ | 7 dx 
0 0 24x 


7] 7 
| xsin x dx, | x sinx dx 
0 0 
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0 


| log x dx 
a 


17. 


18. 


19. 


20. 


4 F 


22. 


23. 


24 


7 7 
| c೦s36 08, | ೦೦579 sin@ 09 
0 


MN Ss 
ಮ. ( \x2+6x+10 dx 
೫೮೬ 6x410 


| ಸಾರ" 
| 


7/6 7/2 
| secx dx, | cosecx dx 
0 71/3 


7/2 7/2 
( dx ( dx 
3+4 ೦೦5% ' *. 445 0೦9% 


7/4 7/2 


J tan® x dx, | 51೧1 x dx 
0 0 


2 1 
6 dx 


X 


7/2 7 


| x sin?x dx, | ೦೦೪೨ (0% 
7/2 
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25 


26. 


£7: 


28. 


29. 


30. 


7/2 


7 
ನ | sin 4x cos 2x dx , 151೧ 4x sin 5x dx 
0 0 


a ಐ ಇತ 


OL 


xtan'x dX 


dx 
ಈ cos?x + bP sin? x 


dx 
e+ 8 
sin ೫ 
0" 
1 
dx ( a dx 
X+2x+10 ' X+5x+6 
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14.3 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳು 
F(x) ಎನ್ನುವುದು ಗೆ೫)ನ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


b 
1 Jfwdx=Fb)- F(a) ಮತ್ತು 
a 


a 
ಖೆ dx=F(a)- F(b) 


ಅಂದರೆ, ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲದ ಮಿತಿ ೩ಮತ್ತು ರಿಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲದ ಚಿಹ್ನೆ ಬದಲಾಗುವುದು. 


b c b 
2 Jtwdx=[fwax+ [fwd 
a a 0 


ಬಲಗಡೆ ಭಾಗ = "(0-8೯0 £(0)-೯£(೧) 
= F(b)-F(a) 
= ಎಡಭಾಗ. 


3... ಗೆ0 ಬೆಸಅಥವಾ ಸಮಉತ್ಪನ್ನವಾದಾಗ ಕ್ರಮವಾಗಿ. 


a a 
| 19) 0-0 ಅಥವಾ 2 [#(x) dx 
ಇಡಿ 0 
ಮೊದಲನೆಯ ಅನುಕಲದಲ್ಲಿ 


| ಡಿ 0 ಡಿ ೫ ಇ -! ಹಾಕಿದಾಗ 
ಈಗ, | fodax= | fddxs ಗೆರಿ dx 
ಡಿ ಇಡಿ 0 dx - -ಇ0! ಆಗುವುದು. 


0 ಡಿ 
=~ [fl-bat + | f(x)dx 
ಇಡಿ 0 


a a 
=+ [fas + | f(x) dx 
0 0 
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a a ; 
| (000೬ | fl-x)dx+ f(x) dx ಗೋಣ, 
-ಡಿ 0 0 


1ನೇ ಸಂದರ್ಭ: 0 ಬೆಸಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ 


f(x) = 1-1) 


a a a 
~ J ಗೆಗಿಯ-!|ಗೆಗಿರ(* 110 dx 
—a 0 0 

a 
ಅಥವಾ 1 ಗx೫dx=0 
-ಡಿ 


2ನೇ ಸಂದರ್ಭ: 120 ಸಮ ಉತ್ಪನ್ನ 


5. 


fx) = fx 


a a a 
| ಗೆ0ಿಯ ೬ | ಗೆಲಿ ೪ fxd 
ಇಡಿ 0 0 


a a 
ಅಥವಾ | ಗ೫ dx=2 |ಗು0 dx 
| 0 


ಎ 
0 0 
| ಗ0 ಯ |ಗೆಗಿ at 
a a 


ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿ »ಇ! ಹಾಕಿದರೆ 0x - ೮! ಆಗುವುದು. 


b 
- ಎಡಭಾಗ ೬ | ಗರಿ 01 = ಬಲಭಾಗ 
a 
b b 
ಅಂದರೆ, [fx dx=] At) dt 
a a 


a a 
1100 dx= |fla-x) dx 
0 0 
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8೩-೫೩ = ! ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, 0(ಇ -6! ಎಂದಾಗುವುದು. 

೫ ಇ 8 ಆದರೆ 1-0೦ ಮತ್ತು ೫-0 ಆದರೆ !- 8 ಆಗುವುದು. 
0 

- ಬಲಭಾಗ =/-ಗೆಗಿ 6! 
4 


a 
=] fltdt 
0 


a 
=/fx) x = ಎಡಭಾಗ 
0 


a a 

~ Ifx)dx=/fla-x)dx 
0 0 

(1) ಗx) ಸಮಳತ್ತನ್ನವಾದಾಗ 


28 a 
1000, 2] fx)dx, 
ol 0 


(1) 10) ಬೆಸ ಉತ್ಪನ್ನವಾದಾಗ 


2೩ 
| fxdx=0 
0 
2a a 28೩ 
ಈಗ | fxdx= ] (0004 fx)dx 
0 0 a 


2ನೆಯ ಅನುಕಲದಲ್ಲಿ x - 28 - ! ಹಾಕಿದರೆ 6% - -6! ಆಗುವುದು. 
x= 8 ಆದರೆ (ಇ ೩, "ಇ 28 ಆದರೆ 1! ಎ0. 


28೩ a 0 
~~ 1 fAxdx= | (060/4 | (20-10 (ಇಂಗಿ 
0 0 a 


0 
fx)dx — 1 (28-10! 
a 


a 
fx) dx+ | (28-0 dt 
0 
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a 
| 
0 

a 
1 
0 


a. a 

= Jfxdx+]f2axd ಹಥ 
0 0 

1ನೇ ಸಂದರ್ಭ: 12೩-೫) -1೫) ಇದ್ದರೆ, ಆಗ (1) ನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು 
೭೩ a a 


[| ಗುಗಿಯಇ |1ಗು0064!ಗೆಗಿ 0 
0 0 0 


a 
ಎ2 |ಗು00% 
0 


2ನೇ ಸಂದರ್ಭ: 128-)0 --1(೫) ಇದ್ದರೆ ಆಗ (1) ನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
2೩ a a 
| ಗು0ಿ ಯೀ |1(0 06-1-/(0 dx 
0 0 0 


a a 
! fxdx-] ಗುಂ 0 
0 0 


ಇ 
2೩ a 
~ 110 2211(0 ಯ f(2a- x)= fx) ಆದಾಗ 
0 0 
2೩ 
. ಮತ್ತು 1. 10 ಎ0, /( 2830 = - f(x) ಆದಾಗ 
0 
ಉದಾಹರಣೆ 
7: 7/2 ॥ 
1. (ಗಿ 1 sinxdx=2 | sinxdx ಕಾರಣ, sin (n-x) = sinx 
0 0 


7 


(1) | cosxdx=0 ಕಾರಣ, ೦೦$ (n-x) = - cಂsx 
0 
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7 
2 [xsinxdx 
0 


7 
1=] xsinx dx 
0 


7 
=] (n—x) sin (ಗಣಗಿ dx 
0 


7 
=] (ಗಣಿ sinx dx 
0 


ಫಲಿತಾಂಶ (1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 
7 

21 = |nsinx dx 
0 


7 
= 7[(-0080) 
= (141) 
ಅಥವಾ 21 ಇ 27% 


“LR 


7 
3. j Ysinx dx 
0 ಇ sinx 1! ೦೦% 


ಯ [2 ಡ್‌್‌ 


Y sinx+ ಇ ೦೦೩% 
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dx 


ಸ 


ಎಸ್ಕೆ) 


ಡೆ 


{sin (—- -x) 
PE: ಸಾಕಾ 


"009% 


3 


7 
2 


ಕವ. ಅಹಾರ ಕ! 
Ycosx + 19/೧ 
Adding (1) and (2), we get 


7/2 
B15 FNS ಕುರ ಸ 


Ysinx + Ncosx 


0 
7/2 
= | dx ದ ದ್ಯಾ 
0 3 
ಘರ 7 
FE: 
7/2 
| log tanx dx ಈ) 
0 
7/2 
7 
xl log tan (-- «| 
0 2 
= | logcotxdx ಜಟೆ 
0 


494 


Adding (1) and (2) we get 
7/2 


212/ (logtanx + log cotx) dx 
0 


7/2 
= | log (tanxcotx) dx 
0 


7/2 
=] logi dx =0 


f x dx x = ೩೧ 6 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ 
(10 (1+) ಆಗ, 0x - 860: 909 ಆಗುವುದು. 


X— oo ಆದಾಗ 6 =. 
2 
x= 0 ಆದಾಗ 9 20 ಆಗುವುದು. 


18೧9 5960'9 0 
(118೧9) 56076 


— 
| 


K | tan 9 
ಬ 1+ 1೧0 
0 


WE $51709 
= I PE RR Wy 
| sin 0+ ೦೦50 ಈ (1) 
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7/2 


sin (ಸ 
2 


= Se ca BRE, 
7: ಗ 
0 sin ಆ). CoS 5 9) 


7/2 
ಸ ( 0099 
ತ cos 6+ 61೧79 


Adding (1) and (2), we get 


7/2 
(51೧76 + cos8)d6 
21 = ನ ಸಔ ತವ್‌ 
0 (sin 6+ ೦೦59) 
7/2 7/2 
7 
= J 60 =[6 ] = ಫಾ 
0 0 
7 
» 1 ನಷ 


496 


.(2 


೦ 


ಅಭ್ಯಾಸ - 14.2 


7/2 7/2 


| sin xdx= [cos#x d= ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
0 0 ಇ 


7 
2 
| 1872 x dx=-—2— ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2 
0 
i COSX 
| ೨-0 ೬ 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
1+ sin? x 
0 
ತ್ನ 51೧೫ 7 
| ———————— 0 =—— ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
51೧೫ + ೦೦9% 4 


7/4 


| log (1+ tanx) = ದ್ನ 106 2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
0 


7/2 
| (sinx — (Sinx — ೦೦5%) 


dx = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
1+ sinx c: COSX 


ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ: 


7/2 
Ycosx dx 


ಡೆ 151೧ + Ncosx 
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10. 


4; 


12. 


13. 


14. 


15. 


7/2 

1 
| 1+ tanx ax 
0 


7/2 


3 sinx + 4 ೦೦5% 


SINX + COSX 


1 


1+x 
| log dx 
14x 

0 

ಡಿ ಮಾವಾ 

| xxVax ax 

0 
7 

| xcos?x dx 

0 
7 

| xtan? x ox 

0 
7/2 

( 00! ೫ 

1+ cotx 

0 
7/2 

( sin3x dx 

sin3x + cos3x 

0 
7/2 

( asinx + bcosx 
0 SINX + COSX 


dx 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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7 
( x tanx 
0 secx+tanx 


sin’ x 
sin” x + ೦೦9” x 


೩ 51೧೫ 
1+ cos? x 


OU 
p< 


1+ sinx 


1 
| «(1-070 
0 


14.4 ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯ 


ಗ 
| ಗೆ0 ಊನ್ನು ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂದು ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿಸಿದೆ. ಈ 
a 


ವ್ಯಾಖ್ಕೆಯು ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ ಎಲ್ಲಾ ಶಾಖೆಗಳಲ್ಲೂ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲದ ಅನ್ವಯ ಮಾಡುವಲ್ಲಿ 
ಬಹಳ ಉಪಯೋಗವಾಗುತ್ತದೆ. ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯವು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಅನುಕಲನವು ಒಂದು ಶ್ರೇಡಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂಬ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. [8,0] 
ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಇರಲಿ, ೩೭೫೬ರ ಈ ಅಂತರವನ್ನು ೧ ಸಮಭಾಗಮಾಡಿ, 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಭಾಗದ ಉದ್ದ 


ತೆ b-a 
ಆಗಿರುವುದು. 
ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
b 
J fx) dx=limhif(a+f(a+h)+f(a+2h+--f(arn A h) 
a 7-೨೦೦ 


14.5 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲದ ಅನ್ವಯ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ ಒಂದು ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಂತೆ: 

y=(x) ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಸೆ ಗಮನಿಸಿ, ಗ) ಎನ್ನುವುದು ಧನ ಮತ್ತು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ವಿವರಣೆಯ ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಭಾವಿಸೋಣ. ಸ ಮತ್ತು 8 ಗಳು ನಕ್ಸೆಯ (ಚಿತ್ರ 


14.2) ಬಿಂದುಗಳು ಆಗಿವೆ. A ಬಿಂದುವಿನ x-ನಿರ್ದೇಶಕ ೩ ಮತ್ತು ಡಿ ಬಿಂದುವಿನ 
x-ನಿರ್ದೇಶಕ 0 ಆಗಿವೆ. 4ಗಿ/ಮತ್ತು 87 ಗಳು ಈ ಬಿಂದುಗಳ yನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾಗಿವೆ. AB 


ಯನ್ನು ಗಸಮಭಾಗಮಾಡಿದೆ; ಪ್ರತಿಭಾಗದ ಉದ್ದ 1೨ರ ದ್ದ ಪ್ರತಿ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ 
n 
ಲಂಬಗಳನ್ನು ಎಳೆದಿವೆ. 
AN=f(a,AL=h 


ಆದ್ದರಿಂದ, 1(8) ಎನ್ನುವುದು ALN ಆಯದ ಸಲೆ, ಗ1( ೩+) ಅದರ ಪಕ್ಕದ ಆಯದ 
ಸಲೆ, ಗ /(8*2/) ಅದರ ಪಕ್ಕದ ಆಯದ ಸಲೆ, ಇತ್ಯಾದಿ. 


ಆಯಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿ ಹೆಚ್ಚಾದ ಹಾಗೆಲ್ಲಾ ಅಗಲ ಗ ಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತಾ 
ಬರುತ್ತದೆ. ಮತ್ತು 46871! ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು 

lim 

ಗ 
ಆಗುವುದು. 


170) + hf (a+h) + hf (a+2h) + -- +hf ( a+n-1 h)] 
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48711 ವಿಸ್ತೀರ್ಣ = lim hf(a) + f(a+h) + f(a+2h)+-f(a+ ೧-1 h)] 
ಆ೦೦ 


b 
ಇ | 10006 (ಮೂಲಪ್ರಮೇಯದಿಂದ) 
a 


ಆದ್ದರಿಂದ ೪ ಎ ಗೆ) ವಕ್ರರೇಖೆ, ೫- ಅಕ್ಷ ಹಾಗೂ 1 8, ೫5 ದಿ ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಲಂಬಗಳು ಇವುಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಸ [ಚಿತ್ರ 14.3 (] ಆದರೆ 
0 


A=/f(x) dx 
a 


b 
=] ydx [ಕಾರಣ y= 110] 


ಸೂಚನೆ: ಇದೇ ರೀತಿ ೪ - 10 ವಕ್ರರೇಖೆ ೪-೩, )ಇಡಿ ರೇಖೆಗಳು ಮತ್ತು y-ಗಳನ್ನು 
ಒಳಗೊಂಡ ಪ್ರದೇಶದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
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b 


A=]xqy ಆಗುವುದು. 
a 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ / ಇ 1 - ನಕ್ಷೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ವಕ್ರ ರೇಖೆಯು x-1, x= -1 ನಲ್ಲಿ x-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. 
1 


~A=] (1-¥)dx 
5 


M3 13-(-1)1] 


2-— = ಎ ಚದರ ಮೂಲ ಮಾನ. 


2. y=xX+x೬2 ನಕ್ಬೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇ-1 ರಿಂದ »ಇ2 ವರೆಗೆ ಇರುವ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 
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2 
A=] (¥+x+2) dx 


= ಚದರ ಮೂಲಮಾನ 


3. y=otx ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ x=— ನಿಂದ ಸಪಾದ ವರೆಗಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 


7/2 


Il 
[51 
ಎ 
0, 
5 
x 
Ld 


7/4 


|| 
| ದ [| 

೧ 

೪. 

ಪಿ 
Pi 

| 

ಧಿ 

«2 

0, 

ತಾ 
ಗ 


॥ 
© 
ಎ 
ಅಹ 
| 
ದ 
ಎ 


502 


4. 


3 4 1 ಎಲಿಪ್ಸ್‌ ಮತ್ತು ೫-೦, 5 ರಗಳಲ್ಲಿರುವ ಭುಜಗಳು ಮತ್ತು 


ಈ 
x - ಅಕ್ಬ ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತಿರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
6 ———— d 
A= | ಫಹ ಕ AF ಣ್ಯ ತೆ sin” 4 
a ಔಡ 2 2 
c Cc 
ಮ ಛಡಿ 4 ೫-0 -ಂ1ಣಿ-6 +8 Gn —sin™ ವ 
2ಡ ಡಿ ಡಿ 


1 
ಎಲಿಪ್ಸ್‌ನ ತ್‌ ಭಾಗ ಬರಲು 6 ಇ ೩, ೦-0 ಹಾಕಬೇಕು. ಆಗ 


A= ಔಷ ೫-0 + (61೧ ಎ - sin” ಬ 


2a 

b ಸ 
= Fy (ಈ Sin 1) 
3 ba. 17 ದ 7 ಡರಿ 
RE ಜು ಡಸ 


nab 


ಪೂರ್ಣ ಎಲಿಪ್ಸ್‌ನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ4, ಎ 720 


೫-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲೆ / 2ಎ ೭೩x - ೬ ? ಮತ್ತು y= ೩x ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾಗಳು (0,0) ಮತ್ತು (8,8) ಗಳಲ್ಲಿ 


ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಅನುಕಲದ ಮಿತಿಗಳು «೬ 0 ಮತ್ತು x= 8. 


a a 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ A= | 120೧ 06-11೫ 
0 0 


ಈಗ, ಮೊದಲನೇ ಅನುಕಲದಲ್ಲಿ 


x= a(1- ೭೦s 6) ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
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a 


7/2 
| J2ax- xX dx= | ೫51೧7000 
0 0 


1 7 na? 
ಸಾಕ್‌ ಸಾಬಾ ನಾಕಾ 
ಎರಡನೇ ಅನುಕಲ 
ರಥ 
nA 7 2 
Ae ಸ ರ್ಸ್‌ 


6. ಒಂದು ವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (ತ್ರಿಜ ೫. 
ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೫4೬)-&್‌ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ, )/ 1-8 


a 
ಓ ಎ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ2 1 1೫-೧೦ 


ಎ 


ಜಹಿ "ಇ sin” €) 
ಗ್ಗ ಸಾಲ 
ಎನ್ನಿ 


=2 ವ )- 78' ಚದರ ಮೂಲಮಾನ 


ವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎ 7೫8 
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8. 


y=4x- xX - 3 ವಕ್ರರೇಖೆ ಮತ್ತು x-ಅಕ್ಷ ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=4x-X-3 ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ y - 0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
4x-X —3=0 
ಅಥವಾ ೫x-4x+3=0 
ಅಥವಾ (x-3)(x-1)=0 
ಆಥವಾ ೫x1, ೫೫ 3. 


ಅಂದರೆ ವಕ್ರರೇಖೆಯು (1,0), (3,0) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


3 
A=] (4x-xX-—3) dx 


(18-9-3 9-(2 ಡ್ಯ -3) 


ಎ ಚದರ ಮೂಲಮಾನ 


y= 4x ಮತ್ತು ಸ್‌ - 4/ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= 4x, ೫ಎ 4y ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ x - 4, y - 4 ಬರುತ್ತದೆ. 


4 
ಈಗ, A =/2Vxdx 

0 (4,4) 
ಎ (ಐ ಸೆ.42 ತ ? 
2೬ (ಇತ್ತ 


(ಚಿತ್ರ 14.4). 
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4 4 
ಆಟ್‌ 
1 
4 
PE dx 
0 


ಬೇಕಾದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 


ಡನ ಚದರ ಮೂಲಮಾನ. 


೨06 


ಅಭ್ಯಾಸ -14.3 


y= —— ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ 1 ರಿಂದ 2 ರವರೆಗೆ ಇರುವ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
YX +1 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೩ ಇ 0ಯಿಂದ x-1 ವರೆಗೆ y- x- ೫ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=*,y=0ಮತ್ತು ೬ ೬ 3 ಗಳಿಂದ ಆವೃತವಾದ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 
/ ಎ 20, «ಐ 0 ಮತ್ತು y=8ಿ ಗಳಿಂದ ಆವೃತವಾದ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು ? 


Xy ೬). 5ರೇಖೆ «ಅಕ್ಬ ೫-1 ಮತ್ತು ೫-3 ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಎಷ್ಟು ? 


x ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ). ಇ 4-6 ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 
y=X +1, / ಇ 234 1 ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 

ಇ ೦೦9% ಮತ್ತು y= 651೧ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ ಎ ೦ಯಿಂದ x =—_—ವರೆಗಿನ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗಳು, *x-ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(|) PY =4ax(a>0)x=4,x=9 

T 


(ii) y=2 cosx- sinx, x= 0, ಗ್ದ 


(1) ೫ ಇ 65 £60, Xa 
(೪) 39ಎ, ಒಣ, *!ಜ2 


(V) y= »ಗೆ- 5. 6, /ಇ2, ೫೬6 


Xe, Xx! 


X 
(VI) y= 
Xx +1 
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10, 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


IY 


18. 


ಸಾ 12 
yN25-xX = 12 ರೇಖೆ ಮತ್ತು (0, ೨32 ಮತ್ತು (4,4) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ ಜ್ಮಾ 
ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 
(264 2) ಇ 18 ಮತ್ತು (145) 29 ಈ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y(X¥+4)-8 =0ಮತ್ತು 3೫-4y -8 -0 ಈ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಎಷ್ಟು? 
= 4೩y + 4೩ ಪ್ಮಾರಾ ಬೊಲಾ ಮತ್ತು 3x + 4y - 0 ಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಎಷ್ಟು? 


ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳು, x ಆಕ್ಷ ಮತ್ತು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ ಭುಜಗಳು 
ಇವುಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) y= ccosh— PE ೫5ಈಿ 
(ip y=, xe, Xen 
[1 y=logx X=a x=b 
(iv) yA ಗ್‌ ೫, x=a 


y=8-* ಮತ್ತು y= ೫ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= sin 20೦5 2x ರೇಖೆ, x- ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು x=-0,x = ದ್ಯ ನಡುವಿನ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y=*,y=ಸNx ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು ? 


೬ 23-70 ಮತ್ತು x - ಅಕ್ಬಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ - 15 
ಸುಲಭ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


15.1 ವ್ಯಾಖ್ಯೆಗಳು 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕಗಳನ್ನೂ x,y ಇತ್ಕಾದಿ ಚರಗಳನ್ನೂ ಪರಸ್ಪರ 
ಸಂಬಂಧ ಕಲ್ಪಿಸುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ ಎಂದು 
ಹೆಸರು. 


ಈ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿರುವ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕಗಳಲ್ಲೆಲ್ಲ ಅತಿ 
ಹೆಚ್ಚಿನ ಸಹಾಂಕದ ದರ್ಜೆ ಯಾವುದಿದೆಯೋ ಅದಕ್ಕೆ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ದರ್ಜೆ 
(ಆರ್ಡರ್‌) ಎನ್ನುವರು. 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿರುವ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕಗಳಲ್ಲೆಲ್ಲ ಅತಿ ಹೆಚ್ಚಿನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಘಾತ ಯಾವುದಕ್ಕೆ ಇದಯೋ ಆ ಘಾತವನ್ನು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ 
ಪ್ರಮಾಣ (ಮಟ್ಟ, ಡಿಗ್ರಿ) ಎನ್ನುವರು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
dy d°y d*y 
ಡ್ಡ ರ್ಕ + 4 ಗ + 5X | 3y =0 


ದರ್ಜೆ (ಆರ್ಡರ್‌) ಎ 4 
ಮಟ್ಟ (ಡಿಗ್ರಿ) 1 


dy\3 ಫಂ: i 
ಈ 3 (ಲ) + 9X ಹ್‌ + ತಾ +y=0 


ದರ್ಜೆ ಎ2, ಮಟ್ಟ! 


ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ, ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ, ಪ್ರಾಣಿಶಾಸ್ತ್ರ, ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ ಇತ್ಯಾದಿಗಳಲ್ಲಿ ಕಂಡುಬರುವ 
ಅನೇಕ ಪರಿಮಾಣ ಸಂಬಂಧಿ ಕಲ್ಪನೆಗಳ ವಿಶ್ಲೇಷಣೆಗಳ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು ಲಭ್ಯವಿರುತ್ತವೆ. ಇವು ಅನೇಕ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಗಣಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಅನ್ವಯಿಸುವ ಗುಣಗಳನ್ನು ತಿಳಿಯಲು ಸಹಾಯ ಮಾಡುತ್ತವೆ. 


ಒಂದು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯಲು, ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ ಬರುವ ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನು 
ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಬೇಕು. ಆಗ ಬರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವು ಸ್ಥಿರಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸದ 
ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಕ ಗುಣವನ್ನು ತೋರಿಸುವುದು. 
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15.2 ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ರಚನೆ 
ಉದಾಹರಣೆ : / ೬ mx * ೦ ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸರಳ ರೇಖೆಯನ್ನು ತಿಳಿಸುವ 


ಸಮೀಕರಣ. 
d 
ಇದನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದರೆ 3 =m ಹ 
dx 
dy 
ಮತ್ತೊಂದು ಸಲ ಅವಕಲಿಸಿದರೆ ಡಾ =0 UR (2) 


ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಅವಕಲನದಿಂದ ೭ ಎಂಬ ಸ್ಥಿರವು ವಿಲೋಪನವಾಗಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ೭ ನ ಯಾವುದೇ ಬೆಲೆ ಇದ್ದರೂ, ಸತ್ಕವಾಗುವ (1) ನೇ ಸಮೀಕರಣ ಒದಗಿದೆ. 
ಈ ಸಮೀಕರಣವು 0 ನ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ ರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಇರುವ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಆ ಗುಣ ಯಾವುದೆಂದರೆ, ಆ ರೇಖೆಗಳ ಓಟವು mM 
ಆಗಿದೆ. 


ಎರಡನೆಯ ಅವಕಲನದಿಂದ ೦ ಮತ್ತು mM ಎರಡು ಸ್ಥಿರಗಳೂ ವಿಲೋಪನವಾಗಿವೆ. 


ಈಗ ಬಂದಿರುವ 2ನೆಯ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ ನ” = 0 ಎನ್ನುವುದು ಗಾಮತ್ತು ಗಳೆ 


ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ ರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಇರುವ ಸಾಮಾನ್ಕ ಗುಣವನ್ನು 
ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ ಈ ರೇಖೆಗಳ ವಕ್ರತೆ (ಕರ್ವೇಚರ್‌) ಶೂನ್ಮ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
ಪಜ 
Ro 
ಎನ್ನುವುದು ಎಲ್ಲಾರೇಖೆಗಳ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ ಎಂದಾಯಿತು. ಈ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ 
ಪರಿಹಾರ (ಸೊಲ್ಮ್ಕೂಷನ್‌) ೪ - mMx+೭ ಆಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ, ಗಾ ಮತ್ತು ೭ ಗಳು 
ಇಚ್ಛಾನುಸಾರ (ಆರ್ಬಿಟ್ರರಿ) ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಿದ ಸ್ಥಿರಗಳು. 
ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ, ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಇರುವ ಸ್ಥಿರಗಳ ಸಂಖ್ಕೆಯಷ್ಟೇ ದರ್ಜೆ ಇರುವ 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ವಿಲೋಪನದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಉದಾ: 
y= mx+c ಯಲ್ಲಿ 2 ಸ್ಥಿರಗಳಿವೆ ಮತ್ತು (2) ನೇ ಸಮೀಕರಣದ ದರ್ಜೆಯೂ 2 ಆಗಿದೆ. 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿಷಯಗಳಲ್ಲಿ ಬರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ 
ಎರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳು: 


0 


1. ತಂಪು ಮಾಡುವ ಬಗ್ಗೆ ನ್ಯೂಟನ್ನಿನ ನಿಯಮ 
ಒಂದು ಉಷ್ಣ ವಸ್ತುವು ತಂಪಾಗುವ ದರವು ವಸ್ತುವಿನ ಮತ್ತು ಪರಿಸರದ ಉಷ್ಣತೆಯ 
ವೃತ್ಕಾಸಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ 


00 


ಕಷ್ಟ ಇವ k (6-6) 


510 


2. ಸರಳ ಸಂಗತ ಚಲನೆ (ಸಿಂಪಲ್‌ ಹಾರ್ಮೊನಿಕ್‌ ಮೋಶನ್‌) 
(ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು ದೂರಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ.) 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

1 ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಬರುವ ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿ. 

ಕ ಖ್‌ ಇರ 


ನಿ 
ಅಥವಾ 2x+2y + ಹ =0 
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ಎಷ 8614 be™ 


2 
ಅಥವಾ 1 anೌe™ + bP 971 


04 


ಈಗ (1) ರಲ್ಲಿ 
Xx 
ಚ 735 
ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


= M(ae*+be™) 


ಅಥವಾ MEL =2y 


dX 
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(1) 


10. 


(1 


(ii) 


X+y-ay = 0 


. 2X+2y 2 ಇಡಿ 2 - 


dy 
ಅಥವಾ 2x + ಸಾ (2y-a) =0 


X ಈ 


do 


a b 


 bx+ ay =ab 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ಕೆಳಗಿನ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ ದರ್ಜೆ ಮತ್ತು ಪ್ರಮಾಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫೮3. ಸ 3dy 
dx° dx 

ದರ್ಜೆ 3, ಪ್ರಮಾಣ 1 


63/ dy 
ಕ್‌ + NE +y =0 


+ 4y=0 


೫2 


ದರ್ಜೆ 2, ಪ್ರಮಾಣ 1 


, CA )” ಟ್‌ 


ದರ್ಜೆ 2, ಪ್ರಮಾಣ 1. 
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ರ ಟ್‌ 6% ಜಿ ಟ್‌" 
ಹ ತೆ "ಹಗೆ 
(೪ ಸಾರಾ ** 2 ). X 


ದರ್ಜೆ 3, ಪ್ರಮಾಣ 1 


(V) x (2 FE ದರ್ಜೆ 1, ಪ್ರಮಾಣ 2 
ಇ 


4 ಜ್‌ 
(Vil) 1], ನ ಸ ಇಷ್ಟ್‌ +.. ಜ್‌ ವಡಿ 


ದರ್ಜೆ ೧, ಪ್ರಮಾಣ / 


2 
೨ yo: ದರ್ಜೆ 2, ಪ್ರಮಾಣ 2 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 15.1 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪಿಸಿ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1. 


“A 


10. 


xy= 0 ನಲ್ಲಿ 0 ಯನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 


y=mx+———ನಲ್ಲಿ ಗನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 


೦೦s 0 + y sin «= p ಇದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ'0 ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಎಳದ ಲಂಬವು 
x ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವ ಕೋನವು ಲೆ. 


( « ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 

(1) p ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 

(i) « ಮತ್ತು 0 ಎರಡನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 

y=Ae* ನಲ್ಲಿ 4 ಮತ್ತು 0 ಎರಡನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 

/ ಎ 62. Bx+ 0 ಇಲ್ಲಿ ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 
/ ೬ 6006 17/4 Bsin mxನಲ್ಲಿ 4 ಮತ್ತು 8 ಗಳನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 
/ ಇ 6691೧71 +B ನಲ್ಲಿ 4, 0 ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 


y=Alogx+ B ಇದರಿಂದ ಬರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವು 


5 dy ತ 
dx ? dx. 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Ax+ B= xy ಇದರ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Ax + By = 1 ಇದರ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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15.3 ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ 


ಚರಗಳಿಗೆ ಇರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳಿಲ್ಲದೆಯೇ ತಿಳಿಸುವ ಒಂದು 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣವು 
ಅವಕಲನ, ಸಹಾಂಕಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವುದಿಲ್ಲ ಮತ್ತು ಈ ಸಮೀಕರಣವು , ಇದರಿಂದ 
ಹೊಂದುವ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿ (ಸಮಾಧಾನ) ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಈ 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಚರಗಳಿಗಿರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ತಿಳಿಸುವ ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ ಅಥವಾ ಅನುಕಲ ಎನ್ನಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 
೬ ಓ 006% Bsinx ಎಂಬುದು x y ಚರಗಳಿಗೆ ಇರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ತಿಳಿಸುವ 


ಒಂದು ಸಮೀಕರಣ. ಇದರಲ್ಲಿ ೨ _ , 5 ತ್ಯಾದಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು ಕಾಣಬರುವುದಿಲ್ಲ. 
dx dx ಅ; 
ಈಗ 
y=Acosx+ Bsinx 
ಎನ್ನುವುದು. 
dy 
PES Gu ್ಯ 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. (1) ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
d 
ನ Asinx + Bcosx 
dx 
ಇನ್ನೊಮ್ಮೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
dy | | : 
as Acosx- Bsinx=-(Acos x+ Bsinx) 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ (1) ನ್ನು ಬಳಸಿದಾಗ 
dy 
ರ್ಕ! 


=—Acosx- Bsinx + Acosx + Bsinx =0 
ಆದ್ದರಿಂದ 
y=Acosx+ Bsinx 
ಎನ್ನುವುದು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಎಂದಾಯಿತು. 


2. Yy=Acoಂsx+ sinx ಎನ್ನುವುದು 


d 
೦೦5% + ysinx = 1 ರ ಪರಿಹಾರ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y= Acosx + sinx ಆ (1) 
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dy 
ಸ್‌ =— Asinx + ೦೦5% hey 4 


d 
(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ y, 7 ಗಳಿಗೆ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
COSx dy + / 51೧೫ 
dx | 
= 0೦9% (—A sinx + ೦೦970 + (A cosx + 51೧0 sinx 
= —A cosx sinx + cos?x + A cosx sinx + sin?x 
= C0S3x + sin°x = 1 
”. y=Acosx + sinx 
ಎನ್ನುವುದು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ. 


3. AP+ByP=1 (0) 


d?y Ox NE dy _ ಸ 
ಷಾ + (3 ಶಾ *ಸ್ಯ ಟಿ 0 ಗವ (il) 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಎನ್ನುವುದು «|» 


ಈಗ, (0 ನ್ನು ಎರಡು ಸಲ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ತಿ dy ಕ 

2Ax + 20/ = 0 ಅಥವಾ Ax + ಪರ್ಟ್‌ = 0 ೬. (lil) 
dy: dy dy ) PRS i 

ಮತ್ತು 4% ಓ ಗ 848 =0 Fs (iv) 


dy \° dy 
ಆಥವಾ (9) + y 2H = 
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ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (1/) ರಿಂದ A, B ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡೋಣ. 
ಸಮೀಕರಣ (1) ನ್ನು * ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


dy \? Ay 
ಭೇ | 


ಇದರಲ್ಲಿ ಸಮೀಕರಣ (1) 


Ax + By ed ಎ0 


ಕಳೆದರೆ 


ಆ dy dy 
ಷೆ [ (2 AS 3 ತ 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು 8 ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


ಹಟ dy 11 A 
wl eis ee ಫ್‌ 


dy 
ನ (ಕ) es ಇಗೆ ಜಾತಾ2 


ಎಂಬ ದತ್ತ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆದೆವು. ಆದ್ದರಿಂದ 
AX + BY =1 
ಎನ್ನುವುದು ದತ್ತ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ. 


ಸೂಚನೆ: 


ಈ ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರದಲ್ಲಿನ 
ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಕೆಗಳನ್ನು ಬೀಜಗಣಿತದ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿದರೆ, 
ಪರಿಹಾರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದೆಂದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(೬-ಗ) + -ಓ = ಜಿ ಇಷ್ಟ. 


ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯೆ ಗಿ ಮತ್ತು k ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 
ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, (1) ನ್ನು ಎರಡು ಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 
2(x-h) + 2(y-k) 0 ಅಥವಾ (x-ಗ) + yh 3 mE 
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ಇದನ್ನು (1) ರಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದಾಗ 
0/೩3 
28 ಫಿ 
U(r) +0 ಎತ 


ಅಥವಾ (0-3 [ ಕ | |- ಣೆ 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಈಗ, (2) ನ್ನು ಪುನಃ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 


d 
1+ 0-4 5 ಪ್‌ -() ನಿ 


ಫಲಿತಾಂಶ (4) ನ್ನು (3) ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 


Tp ಜ್‌ 


F-©7 


=a 


೩ 13 dy 2 
ಅಥವಾ 1 (ಈ. ಗ್‌ 


ಇದು (%-ಗಿ)? + (/-ಓ) = & ನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗುಳ್ಳ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ. 
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.. (3) 


.. (4) 


ಅಭ್ಯಾಸ - 15.2 


1 xy=ce"+be*+ ¥ ನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2... ೫೬%6080*4060*ನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3. y=6"(Acosx+ Bsinx)ನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4. y= 480048) ನಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿರಸಂಖೈೆಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ 
ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . 


ಸೂಚನೆ: 


f(x,Y,0,,೦,..,€,) ೬0 ಇದನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಪಡೆಯಲು ಗ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಅದಕ್ಕೆ ೧*1 
ಸಮೀಕರಣಗಳು ಅಗತ್ಯ. ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ೧ ಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಮಾಡಿದಾಗ 
ದೊರಕುವ ಗ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಒಟ್ಟು (೧೬1) ಸಮೀಕರಣಗಳು ಆಗುತ್ತವೆ. 


ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೂ ಅನುಕಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 
ಅಸಾಧ್ಯ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಇದೇ ರೀತಿ, ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಎಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಇವುಗಳನ್ನು ಕೆಲವು 
ವರ್ಗಗಳಾಗಿ ವಿಂಗಡಿಸಿ ಪರಿಹಾರದ ವಿಧಗಳನ್ನು ತಿಳಿಸಲಾಗುವುದು. ಈ ವರ್ಗಗಳಲ್ಲಿ 
ಒಂದು, "ಚರಗಳನ್ನು ಬೇರ್ಪಡಿಸಬಹುದಾದ" ಸಮೀಕರಣಗಳು (ಸಪರೇಶನ್‌ ಆಫ್‌ 
ವೇರಿಯಬಲ್ಸ್‌). 
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15.4 ಚರಗಳನ್ನು ವಿಂಗಡಿಸಬಹುದಾದ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


ಇಂತಹ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ 0% ನ ಸಹಾಪವರ್ತನ ಸನ್ನು ಮಾತ್ರ ಒಳಗೊಂಡ 
ಉತ್ಪನ್ನವೂ, 6/ನ ಸಹಾಪವರ್ತನ ೪ನ್ನು ಮಾತ್ರ ಒಳಗೊಂಡ ಉತ್ಪನ್ನವೂ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
1200 + o(y)dy = 0 ಹ 


ಈ ರೀತಿ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು, ಚರಗಳನ್ನು ವಿಂಗಡಿಸಬಹುದಾದ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು ಎನ್ನುವರು. ಇದರ ಪರಿಹಾರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 


fx) dx = -(/ dy 


ಎಂದು ಬರೆದು ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಅನುಕರಿಸಬೇಕು. ಆನಂತರ ಎರಡು ಅನುಕಲಗಳ 
ಮೊತ್ತವನ್ನು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮ ಎಂದು ಬರೆಯಬೇಕು. 


Jfxdx+ lo 0)60%/- 0 ಯ 
ಈ ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ಪರಿಹಾರ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಹ್‌ ಯ್‌ ೫ ಇ 1 ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಅನುಕಲಿಸಿದರೆ 
( dy dx 


ಹ 
ದರಾ ರರು ರಾರರರ ಇ, 
—— 


1-1" ¥ 


ಅಥವಾ ka Le = logx +log C 


2 1-—y 
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"ಬ್ರಾ 
ಅಥವಾ 100 (ಟ್ರ =log Cx 
1+y NP | 
ಇ 
ಅಥವಾ (ಸ). ೦. 


14 


ಹ್‌ 2.2 
ಸ = (ಸ) 


ಅಥವಾ 


ಇದು ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ 


2. ಯಾವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು *- ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ 
ಪ್ರಮಾಣ ಹೊಂದಿದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಯಾವುದೆ ಬಿಂದು (೫, )) ನಲ್ಲಿ 


po) ೫ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಎ ycot y = ಸ್ಟ 
dx 
ಇಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಷರತ್ತಿನ ಪ್ರಕಾರ 
ಷ್ಟ” 
ಬೇ nx RE 
dx 
ಇದನ್ನು ಅನುಕಲಿಸಿದಾಗ 
n dx 
Ns 
ಅಂದರೆ ೧106 y=logx +log C ಅಥವಾ ೫”? =0Cx 


ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು೫-ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು 
ಹೊಂದಿವೆ. 


ಹರಿಹರಿಸಿ 
dy 
3. ಇ ರೆ 3 
$e0y = 560% — (1) 
ಈಗ, | ಹ | gy ಅಥವಾ |cosx dx = [cosy dy 
secx secy 


" sinx = siny + ೮ ಎಂಬುದು (1) ರ ಪರಿಹಾರ. 
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dx= y(y+1) dy 
ಅಥವಾ =) y(y+1)dy 


ಅಥವಾ [ (x —) dx = J(¥+ydy 


y° y* 
ಬ್‌ 


ಇದು ದತ್ತ ಅನುಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ. 


Xx 2 
ಅಂದರೆ ರ logx = 


x cosy dx = ycos?x dy 


ಅಥವಾ |x ec?xdx = | y sec®?y dy 


3 ‘JS cos x ನ್‌ 


ಅಥವಾ x್ಲanx - | tanx.1dx = ytany - Jtany dy 
ಅಥವಾ xtಷanx - log cosx = ytany - log cosy + C 


ಇದು (1) ರ ಪರಿಹಾರ. 
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“XH 


ಅಭ್ಯಾಸ - 15.3 


ಈ ಅವಕಲನ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1. 


xdx+ydy=0 
CN gy =0 
Xx 14 

dx dy 
ಜಾ 
೫೮(- ydy 20 
dx dy 
ಸಾ 
dx dx 
rr fer de 
X y 


(2x43) dx (3.2) dy = 0 


(¥ +1) dy - (¥+1)dx = 0 
dy X+x+1 


ರೌ ನನ್ಯರ್ಯಾ 
(1+8)dy + (1+8) dx = 0 
sec’x dx + sec’ydy=0 
YI dy + NTF dx= 0 
VI dx + AIP dy=0 

e (1+ )dx + e (1+) dy =0 


We, en 

dx . X=! 

dy 

ye cotx. coty 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


ಗ 


28. 


29. 


30. 


dy _ [y+] 
Rad dg” 


3 e*tany dx + (1-ಂ೧ sec?y 
dy 
ಎ ಜಸ = y 
(x+1) +1 =2€ 


y(1+x) dx+ x(1+y) dy=0 


dy=0 


115064೬ NIP 0/೬0 


T+ ATP dx+xydy= 


y-xy=a = | 


0 


cosecx.logy dy + Xy°dx 0 


dy  sinx+xcosx 
0ೀ೫(2100/*1) 


x'cos%y dy + /' cos°xdx = 


cosy. log (secx + tanx) dx 


0 


= cosx.logcosecy + tany) dy 


೪/04 (1+) N 1+x dy=0 


(e+1)y dy = (y+1) 00% 


525 


(3,2) 


ಉತ್ತರಗಳು 


ಅಭ್ಯಾಸ -1 


ಹೌದು 1 ಏಕ ಏಕ ಉತ್ಪನ್ನ 


((8,3), (8,5), (0,3), (b,5)} 


f' (3) ೬ (1,2) 


(1) 
(il) 
(iii) 


gof = 
fog = 


(8) 


(b) 


45-241 
57 
9 


4x? + 4x -1 


2X -3 


ಅಭ್ಯಾಸ -2 


p : ಶಾರದೆ ಚೆನ್ನಾಗಿ ಹಾಡುತ್ತಾಳೆ. 

q : ಶಾಂತಲೆ ಚೆನ್ನಾಗಿ ನಾಟ್ಕಮಾಡುತ್ತಾಳೆ, ಆದಾಗ 
ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 01.0 

0 : ಮಳೆ ಬಂದರೆ 

1 : ಬೆಳೆ ಆಗುತ್ತದೆ 
ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ pq 


~pAs 
1.೨.೧ 
-೧-01 86 


ಗ್ಗ 
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ಹ ತು, 

. ~pv [೦1 (ಇಗೆ] 

ಇರಿಸಿ ಎಲ್ಲಿ 

. ಇರಿ [-0%6%[೧೦1-0)1' 01 


(1) ಇರಾ ಇರಿ, ಗಿ. q=p 
(0) (0ಇಗಿ 0, -ರಿ(0"-ಗಿ,[೮ಗಿ-ಗ್ರೆ-ಂ 
ವಿಲೋಮ : x= 6 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ x೬1 ಎ9 
ಪ್ರತಿಧನ : x೬6 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಗ x೬1 ೫9 
ABCD ಚಕ್ರೀಯ ಚತುರ್ಭುಜವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ವಿರುದ್ಧ ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತ180° 


ಆಗಿಲ್ಲ ಅಥವಾ ವಿರುದ್ಧ ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತ 180° ಆಗಿದೆ ಮತ್ತು AB೦D ಚಕ್ರೀಯ 
ಚತುರ್ಭುಜವಾಗಿಲ್ಲ. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 3.1 
1 -4 - 9 -2 0 
AB=|23 11 13 BA= |42 9 2 
14 6 9 65 -11 0 
Xx=0, y=1 
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ಅಭ್ಯಾಸ -3.3 


Ps ಇ 2, 1,3, =1 ಡಹ ತು A ೬ ಜ&' 


-3 1 -9 2 
1. 1.1, ೨೨1. 2 ತತಾ ಜಂ ತ ಈಗ 4 ಶರರ 
ಕ್‌ 2 ದಾ 1 Sch 4, ದ 
ಅಭ್ಯಾಸ - 3.4 
1. 0,3,15 

ಟ್ಟ ತೆ 1 <I 

4 ಇತ 

-1. 1 ಢಿ 

(i) 1 ಈ -ನತ9 ಗ 3 

9 3೪. ತ 

3 -7.:-1 

(ii) 1 & 1 ಇ. 

5 1 3 

ಜಥ 


(iv) 1 ಔ 146 
12 ಆ ಕಿ 
5 ೦ೃಡಯಜ್ಯ 
ಅಭ್ಯಾಸ - 4.1 
೫ಚ...814 A 
ಗಿ ಉಂ -2.13/ 
414 8k 2. ಸರಿ -ವಿ3ತ್ಯಿಶ ರ್‌ 
ಇ173 
AN 
NNN. ಯ್ಯ 1 A A 
--3]-6ಓ — +—/+2k 
2 2 
> > 2 > > ಇ — 
a+3b, 3b -a, 2(a+b), (-a-3b) 
6. l=-6 m= -1 7. x= = 
p . = = = ಸ್ವ y= 
1 
USE WC 4 
Je 
7 
7, 10. -15 11. -3 
3 
A AM 


sine = 1s 
Ing = n= -೨ ರಿ 
156 |, 155 

AA N 

fk 

— 151೧0 0 ಎಎ 

ಇ 7 

A A A 


) AN po 
, ~3i4646k 22.-20/-6}-22k 23. 51/3 


135 1 
5/5 25. ದ್ಯ 26. ಜಸ 107 
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28. 


38. 


(x1) 


2 i 


-24 39. 


33 6. 
NA A 
6(2i/+6/+ kK) 


Ae 
—8/+9)/+ 14k 


11 


(xvi) abc 


(xx) 1 


7 (0 10  30.-4 


1 ಗಿ ಗಿ 
೨. [11/-10-7ಟ 
Y270 


ಅಭ್ಯಾಸ - 4.2 
13 3. 40 


N AN AN 
—8/+22)+2k 


32. 0 


N NMA Pa NA Pa 
8. 21೨1೨೫೯೫95೫ 4/-*2% 


ಅಭ್ಯಾಸ - 5 


(ii) ಹೌದು 
(1) ಅಲ್ಲ 


(ii) ಅಲ್ಲ 


(iii) -5,-10-a (iv) -2 


Wi) (1 2 ತಿ (viii) -2 
"ಡಿ ಶಿ 


(xii) 2 (xiv) 4, 2 


(xvii) 9 (xviii) 9 


4, ಹೌದು 5, ೧೦ಅಲ್ಲು 
(1). ಅಲ್ಲ (11) ಹೌದು 
(vi) ಅಲ್ಲ (1/11) ಹೌದು 
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(೪) ಹೌದು 


W(1 23 
೪.3೯ 


ಜಗ್‌ 4 ಈ 


(xv) ೦೦ರ 


(xix) -5 


6. ಹೌದು 


(iv) ಹೌದು 
(11) ಹೌದು 


18. 


20. 


ಅಲ್ಲ. 19. (1), (1,-1],(1,-1,/) 


ಗೆ - ಉಪಸಮೂಹ ಗ, - ಉಪಸಮೂಹವಲ್ಲ 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.1 


1. ¥+y-6x+10y+18=0 
2. X¥+y+10y-11=0 


1 (= ಪಿ 
Fs 
2 (-2 4 
5 su 


1. X+Y-5x-y+4=0 
x+y —16x+4y-32=0 
X+y-4x-6y=0 


x+y -3x-6y+10=0 
ಡಿ ಇ. 
RE 


10. 4X¥+4y-—4cx-4cy+C=0 


3 
4 
5. X+Y-12xX-2y+28=0 
6 
9 


12. 2X¥ +2” -x-47=0 

13. (4,3), (4,3); ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಕವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 
14. 5X +5y-8x-14y-32=0 

15. X+Y+2x-2y+1=0 
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— 


ಗ 


ತೊ 


ಹ 


ಯ ಉಕ್ತ (ಫಟ ಸ ೃಷ 


| 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.2 


3x+4y=0 

y=x+3ಮತ್ತು y-x-5 

3x - 4y = 21 ಮತ್ತು 4443/23 

(3, -1) 

x+y=+2N2 

4x+3y=25, 4x+3y+5=0 ಮತ್ತು 
3x-4y+20=0, 3x-4y=10 


(2,1) 
ಅಭ್ಯಾಸ - 6.3 


X+y-10x+4y-2=0 


4 ಮಾನಗಳು 
oc 
). 3 
Bet a 
ಅಭ್ಯಾಸ - 6.4 
4x+y-1=0 
7x+3y+3=0 


12x + 8y-13=0 
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ಣು 


ಹ್‌ ಫಾ ಜ್‌ ಕ್‌ ಚ್‌ 


344/4720 
ಅಭ್ಯಾಸ - 6.5 


೩೭.೫ -2(-2/-7-20 

2. 2. 0«-ತ/ಎ0 
X+Yy-4x-6y+4=0ಮತ್ತು೫X +p -10x-36y+52=0 
X+y ಇ 1 ಮತ್ತು 406.0) - 15x-4=0 

X + +6x+6y+2=0 

X+Y-6x-8y-43=0 
2(9-9)x+2(f-f)y+c,-c,=0 


ಅಭ್ಯಾಸ - 6.6 
ರಕ್ಷ 


(1) (1, 2) (3, 1) 
(1) (1,2) (-2, 3) 


() (1, (ಸ 8 ) 


Xx+Yy+4=0,(-5,-6) 
(2, ಇತ್ತೆ, 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.1 
ನಾಭಿ ಶೃಂಗ ನಾಭಿಲಂಬದ ತುದಿಗಳು ಚಾಲಕಗಳು 
(5,0) (0,0) (5, + 10) X=-b 
1 1 1 
(0,-——), (0.0), [+ —— ರದ್ದಾದ y= 
ಇಷ್ಟಿ ಪ 3 
(1) (5 +4 ಬ 
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(1 ೧೪ ಜಾ ತ 
2. X+2xy+Yy-22x+18y+25=0 
3. (2,4) 
4. (y-3)” = 8(4-4) ಅಥವಾ (೪-3)? = -8 (೬-8) 


5. (x1) =16 (y- 5) ಅಥವಾ (1-1)? = -16 (3) 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.2 

1. ನಾಭಿ ಬಿಂದುಗಳು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಚಾಲಕಗಳು 
(೬-0), —, ದ್‌್‌ 

16 13 
(1) (+80), ಖಿ x=+V6 
ಸ್ಯ 2 | 
(11) (0,5) (0,1), ಸ್‌ 2y=+9 
(1) (2,-1), (-2,-1), ಸ] x=+10 

5 


2.7೫2 .7)/ 4 2//-504434/4103-20, : 


3. 1054332 187 


4. 1 
ಎ 


5, 31¥-2xy+31y - 66x + 126/4 127 =0 
6. 204 - 36% =405 
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x. 


i 


ಅಭ್ಯಾಸ -7.3 


726 12xy-2¥-2x+14y-22=0 
152-P+8x-16=0 


f 5 2 
(ಗ 6,8, (೬5,0), —— 10 
॥) 6,4, (413, 0) 2 
(1) 6,4, (4 '0),——— ಸ 
ಹ 7 25 
(iii) 41/6, 10, (0, ೬7) ಎ ಭಾವ 
216 6 
— 2 4 
(iv) 41/3, 4, (6,-1) (-2,-1), ಎಷ, — 
| 13. 13 
(0) 8,6, (1,-1) (9-1, ಸದಾ ವ್ವಾ್ಗ 
ಳಿ ೬೫% 
ಸಾ ಇ. 7೫... 
pe y ಟ್‌ 
64 36 
80 
5X - 6ಗೆ ಎ ರ್ಥ 
ಅಭ್ಯಾಸ -7.4 
X-y+2=0 Xx+y-6=0 
2x+3y+9=0 


8x+ 12y+27 20 
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NE ಅ ಪಟ್ಟ್‌ 


4%- 5/4 13, 5«44/- 3020 

2x- 3/- 18 20, 3x+2y- 120 
3x+y= +2137 

X- y-3=0, x+y-9=0 

173 3y+9=0, 11343/5920 


2/2 ೫.4 
ಅಭ್ಯಾಸ - 8 
ಗ ಗ 7 4 
ಹ ನ್‌್‌ Le ್‌ಾ್ಪಾ 
5 24 er 7 3 a 
25 2 5 34 4 
9. 130° 10.೨15 od ;-ಬ್ರಯ ತೆ. 
A ಕ” 
297 
13. 170° ee” 
3. 170 14. 
ಸ ಭ್‌ ELE ES TS 
6 4 
1 ೩-0 
RET EE 
ಹಾ Joes eT 
7: 3 1 
EU ಹು ಆ 
10.4 /— 117೬ 
NS 
104412 
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ಣ್ಯ 
1. ೧೫4೨1)” ಈ 2 2೧84೬ 

7 ತ 7 
3 mk ಸ್ಯಾ 4 nn (-1) (ಇ) 
5. nn 


~~) 
NE 
es 
ತಕ 
ಷಡ 
ಲು 
RN 


pu 

ಇ 

ರಾ 

ಎ 

ಚೇ 

ಪ?” 
ಷೆ & 

Re 

| 


॥ 1 7 7 
೩. ಸ)” fr 
1 £ nn + ಖು nn + ಹ ಗಗ 

೧ pel ಗ್ರ 3 3 


5, m+ ದ್ಯ 1 17-- ಸ 6. 2nn,cam+ —— 
7 ೧7 7 ಭು 


9. 2nn,2nn+(-1) ದ 
10. m-——, n(180°) + 63° 26 
11. nm ,n(180°) + 67°30" 


12. nm + n (180°) + 26° 34° 
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13. 


15. 


[1 


19, 


21. 


23. 


25. 


eT, 


28. 


29. 


30. 


. () 


॥ 37 
2ಗ7ಗ , 2೧೫% + BN 14. nn+(-1)” — 
3 4 
7 7: 
2Inn-——,2nn+-—— 16. 2೧7, 2೧7 ೬50529 


2 6 
4 38: 40' ಎ 2೧7 ೬ 20537' 18. mm +43° 10° 


2m + 2nm 4 20. n+ r—- 
(201) ಸದಾ ms—— 24. 2೧ ನ ದಾ ಯ ಗೆ 
ಸ ; ಆ 26 ಸತಾ mE 
18... 
21% +5, 2m ತ 
m+ om 

ಅಭ್ಯಾಸ - 10 


ಕ 8 6/ 1 1 
8೨ /(1 ತ oe $y 
! (॥) ಜಾ ಸ್ವರ್ಣ (iil) Fy og om (iv) 0-— 5/ 


(V) 0-2i 


7 7 7 7 
I 2 co ns ಕೆ ತ ಈ ಮ ಬಜಿ ಹ ಎ ವ್‌ ದಾ ತ | ಮು ಬಸ! 
(1) [ 5 —— +isin [6 [oo ರ್ವ [sin 


(ii) 13 [eos sin(-— | (iv) 810084 isin] 
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7 7 
1 ಬಟಾ! ಈ ಈ ಸಿ 1ಕ್ಕೆ] 
(1/) [ox > + isin > | 


3. ()-8-8i3 (i)-32/ . (1) -161/3- 16/ (1) -i (14 
4 0-1 (06/7903 100590: (1) -1 (iv) 1 


3n HE 
(0) -1 (vi cos + isin —- 


12.() 2% co + isn (A 


12 72 J. n=0,1,2 


6 1 | 
ತಬ ಟ್‌ |. n=0,1,2 


(ii) 12”[cos 


೯) ಗತೆಗಿ, 3೫ರ 


ಸುನ 2mm +n sks 
(iii) cos (ಗ isin 


+ isin 


14೬3; 
2 ; 16 16 


(iv) 


_1 We [os 8m-—3n 8m- ಷ್ಣ 


ಗಜಟ್ಮ 12S 
1/3 
| 6 
(vi 2 ES jn SE :n=0,1,2. 
9 9 

2n+1 .... (2041 

13. (0 shi ತು (1) ಹ, ೬/ fos + isin ಕ | 
[ n=0,1,2,3,4. 


(il ೦09(-5ಗ ೫ + isin ನ್‌್‌) ns0,1,2,3, 45. 


2nn+5n) (24m + Sr ) 
14,. 1 16. 06(2577 5%), isin 55 


n=0,1,2,3,4,5. 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 11.1 


| 1. ಎಲ್ಲಾಬೆಲೆ 
. ೫=1 ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆ 


2 

3. ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆ 
4. ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆ 
5 


. ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆ 
|| (0೫ಎ ದ್ಯಾ, (1) ೫ ಎ... (11) nn (1) ೫೬4 ಮತ್ತು ೫ಎ ೩1 
(v) (2n+1)—— 


|| (1) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಆಗಿದೆ () ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಆಗಿಲ್ಲ (11 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಆಗಿಲ್ಲ 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.2 
| -11/6 
ಕ ಇತ್ತೆ ಫರ್ಟ್‌ ಜ್ಯ ಜಾ 2 is ನ 
2 2: 6 
5 1 5 2 
ಎಂತು AM, ಎಎ ತ್‌ 3 
ಸ 5 ENS ಕ್‌ೆ 
1 4 342 _ -&/5 
2. —,7TX,30X, ಮು ಸ ಸ sei 
Xx 2 5 
ಡಿ 8 
4. 1) 
5. 2e+2bx 
6. ಇರಿ 
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21, 


೪2. 


ದ 30 305 


ae — 7%೧8- 5೧ 


. 2ax+b 


2 
ತಾಸ 
EFT 


. 3X 438 4+6ax 


3x - 38 +6ax 


2x+1+ 7) 


-2 
ಗಾ 
—4xX 
ಗಾರ್‌ 


X+2x-2 
(14:07 


೭-2-2 
(1.4)? 


.' ಡಿ.2 (p++) + (೧೧-೦೧-1) 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.3 


1-sec?x 


Xx 5601 + tanx 


Sinx COSX —X 
sin? x 
ಎ cotx 
—Axcoseox+ —— 
x 
1 
ಮ. -00960% 


24x 
X + COSX SINx 
24 xcos°x 


1 
ಜ್ಯ secx tanx 


a secXtanx 


(2x logx sec°x + tanx + log tanx) 


2x 


cotx (2+logx) + 2xlogx coseCx 
21% cof x 


9" - pe + (logx) cosx + sinx 09% 
cosecx [-3cotx (3+5cotx) + 5 cosecx (5+3 ೦೦560010] 
(3 + 5 0೦07 


(a°—b?) sinx 
(b+ a ೦೦೫0 


—4 cot 20೦೦5902 
Wf 
(6.1) 
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16. 
Wf, 


18. 
19. 


20. 


23. 
24. 


೭ರ. 
26. 
೫1. 


28. 
29. 


30. 
31. 


32. 


x 


[x" + log x] | 


log,a 


6 


(1—x 2 ೦೦5% 
Xx 


—log,a/ x (log,x)” 


ತ್ತೆ 


72 
ಅ.) 3 


e* cosechx ( 1-cothx) 


e* [1+coshx) (x+1) —x sinhx] 


(1+ coshx)? 


—2 sech°x 
(1-+tanhx)? 


sinhx- x cosh x 
sinh2x 


1 
1+ coshx 


— (1-X°) (l0g,x) sinx - 2xcosx logx 


ಅ" (sinhx + cosh¥) + x ( x sinhx log x + cosh%x) 


ಈ" (sech?x + tanh x) 


Me 1 
(7 Secs°x + —= X 
Vx 2 x 


NR COTS 


(14x)? 


9" cosechx (1 - cothx) 
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(- 


X 


1 
——) ann 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.3 


1-sec°x 


X Sec?x + tanx 


SiNx COSX —X 

sin? x 

ಇ cotx 
—- x cose x + ——= 

x 
1 
ಮ್‌ 009063 

21% 


X + ೦೦೨% 51೧೫ 


21% 004 x 
1 
—— secxtanx 
a 


a secxtanx 


(2x logx sec?x + tanx + log tanx) 


24x 


cotx (2+logx) + 2x0gx cosecCx 
2x cot x 


51೧ 
0" - ಮ + (l0gx) cosx + sinx 09% 
cosecx [-3cotx (3+5cotx) + 5 cosecx (5+3 ೦೦56000] 
(3 + 5 cotx)? 


(2°—b?) sinx 
(b+ a ೦೦೪07 


—4 cot 2X CcoOSsec2x 
60 
(6.1) 
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16. 
17. 


18. 
19. 


20. 


23. 
24. 


೭ರ. 
26. 
"NF 


28. 
29. 


30. 
31. 


32. 


x 


[x + 1೦0) | 


log,a 


6 


—x 2 
6 (1-6) (log,x) sinx — 2xcosx logx 
—log,al x (l0g,x)” 


4 


72 
॥ 3 
(0೨೦) 3 
e* cosechx ( 1-cothx) 


ಈ" [1+coshx) (x+1) - sinhx] 
(1+ coshx)* 


-2 sech°x 
(1+tanhx)? 


sinhx- x cosh x 
sinh2x 


1 
1+ coshx 


ಅ" (sinhx + coshx) + x ( xsinhx log x + ೦೦600) 


ಅ" (560೧ + tanh 70 


(7 5605 + ನ [... tanhx 
Vx 2 x x 


(+1 ) (4-2) coshx + sinhx (1—X-4x) 
ರಡ ಗತಾ 


9" cosechx (1 - cothx) 
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ಬ ಜ್‌ ಠ್‌ 


20. 
a1; 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.4 


17008173 1೧1೫ 
oxNx 


2X cos X + sinxX 
೧೩7೮ cosax + 2x sin ax 


— asinax 


22 ಬಜಿ 
— ——sin— 
a a 


— 2X sin (¥ +1) + cos (X+1) 
—3X sin (1-6) +2x cos (1-6) 


29177 COSX 


, 2 ೦೦9% 91೧೫ 


—sin3x + 2 cos?x 51೧೫ 
cos?x (cos?x - 3sin?X) 
sec‘x + 2 tan?x 560% 
msec? mx 
-& C0SeC ax 
a sec axtan ax 
—mcosec mx ೦೦! Mx 
2(sin?x—cosx) 
‘cosx sinx . 
me™!™ ೦೦9% 

m 


— 6740 7 002 Nx 
21% 


22. 


23 


24. 


25. 
26. 
27. 


28. 


35. 


36. 


—bm sinx 675% 


a+be "osx 


1+2 log x 


2 Vlogx 


cos (log Xx) 
Xx 


cotx 
1 ಇರ್‌ ಲ ಹ 


೦09% ೫ 


21% 


COSX 


2 Asinx 


cotx 
2 


2 
sin 2x 


nN x" cotx 


1 


X 
ದಿ 
X 


.. 560. (10070 


X 


—sin (log x) 
2x Ncos (logx) 


—tanNx 
411% 
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31. 


38. 
39. 


40. 
41. 
42. 
43. 
44. 


45 


46. 
47, 


48. 
49. 


50. 


51, 


4e 3x 


e sin* COSX 


x+ NF +1 
Fro 
na (ax +b)™ 
2nx (X¥ + a)™" 


ಭಷ 
3 (a+x) (ax) #3 


cos Vx 


4 xNsin x 
1751೧7-' xcos™! x-ncos™' x sin™'x 


17 ೦೦5೭ + n sin? x 
Sin'™ xcos™! x 


ಗೌ? sin ™ ( nx) cos (೧7) 
ಪ್ರ 003 

214೧೯ 

4x 
1-x* 


3e*+6e™+3e 
(1+ e 
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10. 


[ತ 


12. 


13. 


ಅಭ್ಯಾಸ - 11.5 


2x 
14x 


ಈ 
1-0 
1 
(1+) tan x 


—Sec?x 
tanx 


ತ? 
೫.೪.4 


2 
1-76 


pax” (tan ¥)™ 
1720 
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log {(x+1) + AX 42X™1}+C 
log {(x+1 +N X¥+2x+2} + ೦ 


log {(x—2) +N X—4x-6 + ೦ 


sin” a) ಗ್ರ 
10 


3 
ಗ 


log {(2x+1) + 21% 1.1) + ರ (2x+1) 


i ವ್ಯ log {(x4+1) + N X+2x4+2} + (x41) AX 42x42 +C 


BPE (x+2) ಯು 
. sin ಕ್ಯ ಕ ೧! 5-4-೭] +C 
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25. 


26. 


ಹ 


28. 


29. 


30. 


1 pa 
ಕಡಗ CN —2log (x—1) + 


$7 ಗ 
ಡ್‌ 

1, (4x-3) 4/8 V2X 3x5] 
ಷ್‌ 


2 


* ೫೨2100 41೫ £೭-1) 40 


+xX+0C 


[x [5 [5 
[x 


+ log (x+1) 


ಅಭ್ಯಾಸ -13.6 


C 


1 X—1 
TL NTC ಲ 
log (x) - % log (¥+1) + C 
Xx 


1 
———+log——————— 
2(+1) NX +1 


(x-2)° 
೫-1 


+C 


+C 


log 
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EATS + CO 


——(4x-3)V2x°-3x454+C 


log (3cosx + 2sinx) + C 


15. 


16. 


ಇ: 


ಅಭ್ಯಾಸ - 13.7 


(x3—3x2+6x-6)e* 
1 Xx 
TE 


ಡ್ನ” x [20070-210044 1] 


Xx"! | x 
ಹೊಯ ಸತರ ತಾತ ತ್‌ ೧೦ ತ ತ್‌ 
nA 587] 


(೩೧7 —log Y(¥+1) 
1 ಪ 2 
ಹ್‌ (X+1) tan'x + > 


೦೦೯1 + log N(x +1) 
xsec'x— cosh'x 


- X¥COSX 2 (XSinx + COS X) 


XS 
ಮ (3x sin 3x + cos 3x + 


1 1 
(1-2X) cos 2x + ವ್‌ Xxsin 2x 


ಹ 


ನ್‌್‌ ( sec? x - 1೩೧0 


—X cotx + log sinx 


1 
2 


1 
—— 6% ೦೦6 (Sx tan ಸ 
41 4 


PE 
2 


(X-—1) log (1+x) — ಡ್ನ” (X-—2%) 


nx 
+ COS x) 


ce ತೆ Anes ಟಕ —1 
i ತ ( ವ e* cos (24-1೧7 2) 
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W. 3 cosh2x sin2x - sinh2x cos2x 


ls 
ಗ್‌ 


19. xsinx+ ೦೦5% 


cos (tan x-cot'm) 


20. ಸ (2100 ೫-1) 


21. ಜ್‌ 

- ಮ್ಮ [acos(bx+b)sin bx] 

(2+) 

ಸ ನ 

PON [asinbx —-bcosbx] 
23. 

67 cos (9- cot'm) (ಇಲ್ಲಿ x=sin6) 
Y nf +1 
4. 
F tan x-—5—log (1+X°) 
Ky 1 991736 0೦936 
ನ T 95/09 + ೦೦56 - ಘರಾಕ್‌ ಡ್‌್‌) 


(x = 61೧9) 
26. xtanx+log cosx 


27. Xxsec’'x-cosh'x 


೫೦. ನ್ನ್ಪ್ಪ 
೩ Xx 
17) 


29. asinbxsinhax - bcosbx coshax 
2 +b 


30. coshx (¥+20X-—120) - xsinhx (5X + 60x — 120) 
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13. 


14. 


6 y i y 


1 15 a! 
ಅಬ AABN 
- | ) 2( ) 


1003, -loga, log ಇ” 1004 


812, 446 


ತೆ 


(log (14 1/2) .- 12], 1.074 


1 1 
72-1 , ——log ಸ _ ಟಾ tan” V2 tan” 
2 5 2 | 2 


-—5—1og 2 
ER (ಚ|? 
RT ಇಡುತ್ತ 


6-2, sinh1 
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15. 


16. 
17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


2೦. 


26. 


1. 


28. 


29. 


30. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
2%; 


(೧೯1) (೧+2) 


ಅಭ್ಯಾಸ - 14.2 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 14.3 


1..15-12 
ಹ್ಮ. ್‌್‌ 
4 
9 
4 
ವ 16 
3 
6 27 
7 4 
3 
ಎಡ ಬು 


9. () 76185 (ip 1ii) 28 (6-67) (೪) log 2 (05 (0) 1-3. 
2 3 4 


4 
10. 12sin'‘— 
5 


11. 912೫[(8೧7' (213 1೩೧7 (2) - 9 log 3 
12. 2(142) 


13. 1954 
24 


14. (0 Csin—— (i) 0-1 


(1 Dlogb- 81008 - a-b 


ಸ ಕ ತೆ ಜಸಿ : 
3 4. ಕ ರ ೫-0 


15.” 64 ಜ್‌ ನಕ್ಕೆ 18. 9 


3 4 ಗಹ 


10. 


dy 

Ee SOR =0 
ಓಟ ೬. ಐ" 

dy MN. 
ರ್ಕ {3 ತ 
| eps 
li: dy 

ಗ್‌ ಸ = —Cot 0 
ii. dy 

dx ಡಿ 

Fy Oy 
ಹ (ನ ಸ 
ಕ 

046 1 

Ay 
Ss 

Ay dy 

NE) SEN ॥-& ದ್‌ 
(1-2) ವ್‌ ಹ್‌ 0 
Fy dy 
ಜಾತ ಮ ತಾತ 
ay Ey dy 
dx ad? ‘dx 
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ಅಭ್ಯಾಸ - 15.2 


3; Fy dy ಸ 
a A =~ 
ಶ್ಚ ತ್‌ Fy dy ಫ್‌ 
“ಜ್‌ 12 15y=0 
3 Fy dy 
ರ 2 d +2y =0 
4 dy ¥ d 
1-2) “2 
ಅಭ್ಯಾಸ - 15.3 
I ಫು ಹ 3 
2. 20/೩ 
3. x=ay 
4. X-—y=a 
5. ಸರ್ತ್‌ 1 ಷ್‌ 
X ¥ 
6. 1 1 
ತಾಜಾ. ತೆ. ಯ 
x” | 


X+3xX+3Iy+V=A 
yP+3y-X-3x=A 
9. 2642/43/ + 6x+6y + 3X =A 
10. (1467 (1-61 =C 
11. tanx+tany= C 
12. (1+y) (1-6) = Ce 
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13. 
14. 


26. 
21. 


28. 


29. 


30. 


sin x + xNTX + sin y+yNI-P =k. 
Xs e*- 6 Y=0C 


C = siny cosy 

log (x+ NT) + siny= K 
(1-ay) (a+) = Cy 
(1-8) = Ctan (tany) 
1412672 


Kxy ವ a — (x+y) 


= Kx 


ಗಹ 191331) 0೬3251) 


{pov ಕ 


(a+x) (1-ay) = Ky 


ಸ 1 
XCOSxX — 2xsinx - 2 cosx + ೧ಎ ಟ್ಟ Se 


Y Y 
ylogy=xsinx+C 
ಕೆ ತ್‌್‌ 


1 
5 + ದ್ವ sinzy + ರ್ಹ್ಹಾ 0062) 


x ಹ 1 
=-— + > SIN2x + 0s) C 


[log (secx + 18೧0]? [log (secy + tany)}” 
EK 
2 2 
3/2 
ML A (1.0 + /” ಜ್‌ 


log 4 (1-67 (1+})) = y-x 
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ಪ್ರಶ್ನಾವಳಿ 


1.1 ಗಣಸಿದ್ಧಾಂತ 


೫ 


10. 


A= {1xX°—x=0}, B={1xX°—3x+2=0} ಮತ್ತು C={%¥-1=0} ಆದರೆ BxC 
ಮತ್ತು BA ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 6೮ ಯು ಡಿಡಿ ಯ ಉಪಗಣವಾಗುತ್ತದೆಯೇ 
ತಿಳಿಸಿ. 


A=(2, 3, 5), B={2, 5, 6) ಆದರೆ (4-8) x (4೧8) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1-1, y+1) = (5, -7) ಆದರೆ x ಮತ್ತು yಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x ಮತ್ತು y ಗಳ ಪರಸ್ಪರ ಅವಿಭಾಜ್ಯಗಳಾಗಿದ್ದು, x y ಆ ಔ ಇರುವಂತೆ 
A=1{1,2,3,4,5,6,7, 8, 9} ಆದರೆ 4 ಮೇಲೆ ಔನ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವು ಹೀಗೆ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ: ಗ={ (4,5), (1,4), (4,7), (7,6), 
(7,3)}. ್ಣ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಪೂಣಾರಂಕಗಳ ಗಣದ ಮೇಲೆ ಗ ಎನ್ನುವ ಸಂಬಂಧವು 
"ಭಾಜ್ಯವಾಗಿದೆ"ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿದೆ ಆಗ ಸಂಬಂಧವು ಯಾವ ಬಗೆಯ ಸಂಬಂಧ? 


1:1 ಎನ್ನುವುದನ್ನು 10 - ೫ + 2-3 ಎಂದೂ 0:೨) ೧ ಎನ್ನುವುದನ್ನು 
900 = 3x - 4 ಎಂದೂ ನಿರೂಪಿಸಿದೆ. . 00/2) ಮತ್ತು ಗಂ (2) ಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1: ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಹೀಗೆ ನಿರೂಪಿಸಿದೆ: : 
ಗ೫) - 2747, «೬ 2 ಆದಾಗ ಮತ್ತು 
120 =4-x,x<2 ಆದಾಗ. 

2) ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


12) ಎ 2-3 ಮತ್ತು 000 - ೫ +5 ಎಂಬುದು ಔ>ಗಔ ಗೆ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. 


ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುವ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಗ" ಎನ್ನುವುದು ಯುಣಾತ್ಮಕವಲ್ಲದ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
f: R* = ೧" ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು 
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(0 ಇ ಸ x ಎಂದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಗ5+2 16) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1.2 ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 


1-2 ಡಿಸಿ 6 
ಡಿ 0 | ಮತ್ತು 8-2 1 | 


ಆದರೆ A+B ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 
ಕ ರೆ. 34 
2. 4A ( 0 ನ 3A ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
FF ಬೆ್ರಿಭರ ಈ 4 1 
| ) ಳಿ )) =3 ( eas 
x ಮತ್ತು y ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ತರೆ 
ಹ ಚ ಸಿ. 
ಡನ್‌ ಹ £ 2 ಆದರೆ (A')' ಎ 6 ಎಂದು ತೋರಿ 
3 -—1 | 
A= | ಣ್ಯ ಮತ್ತು 8-(1 ಜ್ಯ ಆದರೆ 
2X4 3A = 4B ಆಗುವಂತೆ X ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
6. 


ಡಡ 51೧0 ಆದರೆ 
-51೧6 ೦೦೨8 


2 _[೦೦526 6/26 < 
ಕಣಾ 005289 ಎ5 ತಂನಸಿ 


1 
RE | 3 = 9 ಆದರೆ x ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
5 
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2 4 ಕ 

Ni A ತೆ ) ಮತ್ತು 8 ಆ ಆದರೆ 

1-2 #(A-B) (A+B) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
CT SE ಟಿ 

9. ಸA=(13)ಮತ್ತು 8-3 ತ್ತಾ ಜ್ರ ಆದರೆ 
A B ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

10. ಸಿಮತ್ತು ಔಗಳು ಎರಡು ವೈಶೇಷಿಕವಲ್ಲದ ಮತ್ತು ಒಂದೇ ಪರಿಮಾಣದ ಮಾತೃಕೆಗಳು 
(ಕೋಶಗಳು) ಮತ್ತು AB = Bಸಿ -1 (ಏಕಮಾನ ಕೋಶ) ಆದರೆ ಯು ಯಾವ 
ವಿಧದ ಕೋಶವಾಗಿದೆ ? 

11. A= | 1131 ಆದರೆ 4 ಯ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

-1ಇ3/ 0 ಕೆ | 
1{44 
12. 1 1 1 | ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಏನು? 
ತೈ ಇಡೆ 

13. |,4-)(/1 ಎ 0 ನಿರ್ಧಾರಕ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಯಾವುವು? 
ಇಲ್ಲಿ A= 3 ಶೆ ಮತ್ತು 1 ಎನ್ನುವುದು 2 ಪರಿಮಾಣದ ಏಕಮಾನ ಕೋಶ. 

14, ಈ ಮುಂದಿನ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಏನು ? 

101 10:10 
104, 105 106 
107 108 109 
2 -3 -1 -1 -3 2 
35. 6,1: 12 1:41 ಮತ್ತು. ಡನ 21] ಆದರೆ 
3 -1 2 2-1 3 
A+B ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
16. A= ps ಬ ಆದರೆ ಸಿಯ ಸಂಗತ ಕೋಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1೧0. 0090 
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WF; 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


೭5. 


A= » ಅದರೆ 4 ಯ ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


0-1 2| ನಬೆಲೆ ಏನು? 
-2 0 1 


16 4. 
A+B = k 1 ಮತ್ತು 1-20-ಗ್ಗ ಡ್‌ ] 


ಆದರೆ 4ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


24x 3 —4 
2 34x —4 
2 3 —4+x 


=0 


ಈ ಕೋಶದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
8579 8589 
8581 8591 


X+Y 7 RE ಎ: 
p ಜ್ಯ ಹರ ಕ್ಲ ಸ ಆದರೆ x, ೪ ಬೆಲೆ ಏನು? 


ಕೆಳಗಿನ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರವನ್ನು (೫, y, 2 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು) ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3x+y = 8-2 


x-2y+z=0 
4-22 - 20-5y 


[ತಿ ಶೇ 
A=|1 1 1 | ಆದರೆ, 4ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
ಜೆ. 
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26. 


127. 


28. 


೫9. 


| 0 ಆದರೆ, xನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


ತಾ [ | ಆದರೆ ಸೀ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
Aಿ ಕೋಶದ ಪರಿಮಾಣ 4%3 ಆಗಿದ್ದು, 
ಕೋಶದ ಪರಿಮಾಣ 514 ಅಗಿದ್ದು ಮತ್ತು 
೮ ಕೋಶದ ಪರಿಮಾಣ 7x5 ಅದರೆ 
(A'xXB')x ೦ ಕೋಶದ ಪರಿಮಾಣ ಎಷ್ಟು? 


2A-3B+X = 0 ಆದರೆ X ಎಷ್ಟು ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


50. A= Ex ಸು ಆದರೆ ಓ' ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಕ SiInx 005% 
1.3 ಸದಿಶಗಳು 
22 (10,೫7೩ (0, 3೪, 2 ಜ.1) ಮತ್ತುಕೆ- (1, 2 
ಆದರೆ ಸ py TB ps F 0 ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
2 7-7. (8,4,9 ಮತ್ತು ೫. 7- (1,2,8) ಆದರೆ ೩ ಮತ್ತು? ಗಳನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

«(1,2 (2,1) = (8,7) ಅದರೆ x ಮತ್ತು ೪ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸಯ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಏಕಮಾನ ಸದಿಶ ಏನು? 

೫ ಫೈ ರಗಳು ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಭುಜಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಸೂಚಿಸಿದರೆ 


Pi bp + 8 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


13. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


ABCD ಸಮಾನಾಂತರ ಚಕುರ್ಭುಜಡ್ಥಕ್ಞ ಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪರ ೦ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಎತ —— 
ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ. 0A+ OB+ OC + ps ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೧28% 2/ನ ಏಕಮಾನ ಸದಿಶದ ಉದ್ದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

2-68 3" ಮತ್ತು 41% 3/- /(ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ನಡುವೆ ಏರ್ಪಟ್ಟ 
ಕೋನವೆಷ್ಟು? 

xk 4 1[( i+ k (ಗಃ x) ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

೧ ಮತ್ತು ೧ ಬಿಂದುಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳ']+ 3) - ಮತ್ತು 5/- 2/3 4k ಅದರೆ 
ದಾ 

PQ ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


_ ಡೆ 
ಸೆ 2). 4 - 5 ಮತ್ತು 2 - 1. 2ಗಿ. 34 ಆದರೆ ೩ + 81 ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿರುವ ಏಕಮಾನ ಸದಿಶ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಜ್ಯ - ಸವಾ 
೧೧ ನ ಪ್ರಮಾಣ 3 ಮತ್ತು x ಅಕ್ಷದ ಧನ್‌ತ್ಮಕದಿಸೆಯಲ್ಲಿ ೧೦ ಸದಿಶವು 210° 


ಕೋನವನ್ನು ಮಾಡುತ್ತದೆ. 1 ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು ) ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ನಿನ ಅಂಗವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 

MSN ರ್ಯ ತೆ A A A A 
8-14 2/-3/ಮತ್ತು ಠಿ -3/- + 24 ಅದರೆ +b 0 ಮತ್ತು 4 0 
ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವೆಷ್ಟು? 


ತ್‌ ಓಕ, ಎ ALA ಗಿ 
82 2/-/* (ಮತ್ತು 0-೬ 14 2/.- k ಆದರೆ, ಮತ್ತು ಈ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ 


ನಡುವಿನ ಕೋನ 9 ಆದರೆ 0059 ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


MN 
71. 2/- 4ಓ ಮತ್ತು 41 2/- okne ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AN 


Ne er ಈ NA 
=f) D=1+2k ಆದರೆ (28+) (೩-25) ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
NI A 
- Kಮತುb-3/- + ' ಆದರೆ [a Xx pl ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಪಾರ್ಶ್ವಬಾಹುಗಳು 8/ - 8) + ಮತ್ತು 3! + % ಉಳ್ಳ ಸಮಾನಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇ AA ಹ 
853/4 /* 2/ಉ ಮತ್ತುರ-21- 2% 41! ಆಗಿದ್ದು, ಈ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ 


ನಡುವಿನ ಕೋನ 9 ಆಗಿದ್ದರ 81೧9 ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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21281212 4 ಮತ್ತು 1012 5ಮತ್ತು 2454 ೦-ರ ಆದರೆ 
ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ಎಷ್ಟು? 


20. 


5) 


NN ರ್ನ. 
21. a/+2)- 3k ಮತ್ತು 2/- 2/ + 4k ಸದಿಶಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, 
' &ಿನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


22. 1- 2. 3k ಮತ್ತು 3/4 2+ 2k ಸದಿಶಗಳಿಂದ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಸಮಾನಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


TN SS ೫ > ಇ 
23. a=3/-/+2kಮತ್ತುರಿ-2೭/-/- K ಆದರೆ ೩+ ರಿ1 ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


NSN EN NNN 
24. 1+ /* kKಮತ್ತು/-/- ಓ ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕಮಾನ ಸದಿಶವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ; 


N AEN AS AEN 
25. /+/+2k ಮತ್ತು 2/-/+2k ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 6 ಆಗಿದ್ದೆಲೆ 3/6 
ವನ್ನುಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


PER BLN ಗ್‌ ಅಲ್ಲಾ 
26. 2/4 x)- 3k ಮತ್ತು 3/ + 5/- 8k ಗಳು ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ, x ಅನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


— — ಜಃ ಹಾ — 
27. ೩ ಮತ್ತು 06 ಗಳು ಒಂದೇ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಏಕಮಾನ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 8-0 ಯನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


pe — >» ಣಿ 
28. 8 (2,3) ಮತ್ತು ರ (3,4) ಆಗಿದ್ದರೆ, 8 . ಗಿ ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
29. (%1,2), (2,-3,4) ಮತ್ತು (1,2,-1) ಸದಿಶಗಳು ಏಕತಲಸ್ಥವಾಗಿದ್ದರೆ, »ನ ಬೆಲೆ 
ಏನು? 
ಇ NN AN PA 
30. a=i/i+j b=j+kco=/i+kKeದರೆ 


ಕ್‌ 


1.4 ಸಂಕುಲಗಳು 

1. ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ೩* 0 1480 ಆಗಿದೆ. 8 ಮತ್ತು ರಿಗಳು ಯಾವುದೇ 
ಎರಡು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ * ಎನ್ನುವುದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಆದರೆ 
ಸಹವರ್ತನೀಯ ಆಗಿಲ್ಲ ಎನ್ನುವುದನ್ನು ತೋರಿಸಿ. 

2. ಉ ಎನ್ನುವುದು ಒಂದರ ಘನಮೂಲಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದಾಗಿದ್ದರೆ ಉ''ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

3.  ಪೂಣಾರಂಕಗಳ ಗಣ (ಮಾಡ್ಕುಲೊ 6) ವನ್ನು ಸಂಕಲನದಲ್ಲಿ ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಸ (ಡೂ = 
a . (bx 0) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


44, 


ನ; 
13. 


14. 


18, 


16. 


2x2 ಎಲ್ಲಾ ಕೋಶಗಳ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲ 
ಆಗುವುದಿಲ್ಲ. ಕಾರಣಗಳನ್ನು ಕೊಡಿ. 


(G,*),a°b= ಈ ಮತ್ತು ೩ 0 6ಇರುವ ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಐಕ್ಕಧಾತು ಮತ್ತು 


8ರ ವಿಲೋಮ ಧಾತುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


G ಎನ್ನುವುದು -1 ರ ಹೊರತು ಉಳಿದ ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ ಮತ್ತು 
* ಅನ್ನು 8"0- ೩+b+ಡ೩bರ, 8, 6 ಆ ಅಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿದೆ. (6, *) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ 
21*%*37'ಇ5 ಆದರೆ ೫ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದರ 4ನೆಯ ಮೂಲಗಳು ಯಾವುವು? 


G = (211೧ಆ2) ಅದರೆ, ಅ ಎನ್ನುವುದು, ಎಲ್ಲಾ ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
[0]ಗುಣಲಬ್ದದ ಸಂಕುಲದ ಉಪಸಂಕುಲ ಆಗುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಆ ಎಂಬ ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ, ಯಾವುದೋ '8' ಗೆ ಹ್‌-೩ ಆದರೆ '8' ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2” ನಂತಿರುವ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ (೧ ಎನ್ನುವುದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ) 
ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಈ ಗಣವು ಸಂಕುಲ ಆಗುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


G ಎನ್ನುವುದು ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ ಆಗಿದೆ. 8, 0€ Gಆದರೆ, ರ” ೩' bುಷಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮಾಡ್‌ 8ರ ವ್ಯವಕಲನದ ಪಟ್ಟಿ ತಯಾರಿಸಿ (2, -) ಸಂಕುಲ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
6" 6=- ಆದರೆ, ((6}, *) ಎನ್ನುವುದು ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


i 
೧ ಎನ್ನುವುದು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಅದಾಗ, (ನ ನ್‌ 76) ಎನ್ನುವ ಕೋಶಗಳ 
Sina COSC 


ಗಣವು ಕೋಶ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


7 ಮತ್ತು 8 ರ ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕ್ಷೇತ್ರ 
UA eS 12, + mod 13, « mod 13} ನಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಆಜ ಸಾ 


ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


M= 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


23. 


2.1 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ ೦೦59156179 ದ ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


G={0,1,2,3...... 5}, ಸಂಕಲನ 7706 6, ರಲ್ಲಿ 5ರ ವಿಲೋಮ ಏನು? 


(1,2,3) ಮೇಲೆ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಗಣವು ಎಂದಿನ ಸಂಯೋಜನೆಯ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


] ಜತೆ 123 
u=(| 2 ತ್ಯ ಮತ್ತು p-(| ಡಿ 4 ಎಂಬುವು ತ್ಕನಲ್ಲಿ 


ಎರಡು ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಗಳಾದರೆ ೩ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


p= ಡಿ” ತ್ಹ ಪ್ರ 0 ತಗೆ! ಜೃ ವ ಮತು 
ಡಿ ಡೈ ಕ್ಕಿ/' ಶೊ 8 ಕ್‌ 


r= ಡ್ಯ 2) ಗಳು 5 ನಲ್ಲಿ 3 ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳಾದರೆ, 
ಡಿ ಡ್ಯ ಡಿ 


par ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


24 (| 3); ರೋಮ ಕುಡುಹಿಡಿಯ 


$, ಯ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಒಂದು ಸಂಕುಲವು ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ವೃತ್ತಗಳು 


ಕೇಂದ್ರವು ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದು, 5%4+12}-13=0 ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು ೫+) - & ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಬೇಕಾದರೆ ಷರತ್ತು 
ಏನು? 


X+y+29x+21y+C = 0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಯಾವುದು? 


y = mx+C ಸರಳರೇಖೆಯು 4+) ೬ & ವೃತ್ತವನ್ನು ಎರಡು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಛೇದಸಬೇಕಾದರೆ ಷರತ್ತು ಏನು? 
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10. 


£8 


1. 


13. 


14. 


15. 


(3, -2) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಮತ್ತು 5412}-4 - 0 ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x+y+C = 0 ರೇಖೆಯು (x42)+(y-2)? = 5 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಾಗಿದ್ದರೆ 6 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫4y-8y-1 = ೦ ವೃತ್ತದ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು (4, ಈನ್ನು 
ಕೇಂದ್ರವಾಗುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4೫44y-16y-19 = 0 ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


23... ..4%-7)/12 = 0 ವೃತ್ತವನ್ನು y-ಅಕ್ಷವು ಛೇದಿಸಿದಾಗ ಉಂಟಾದ ಜ್ಮಾದ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 2)(-4/-20 = 0 ವೃತ್ತದ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವು ೫೪೪-3 ಇ 0 ಆಗುವುದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


(5,3), (1,5), (3,-1) ಶೃಂಗವಾಗುಳ್ಳ ತ್ರಿಭುಜದ ಅಂತರ್ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು 
ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x- ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರವಿದ್ದು, (5, 1) ಮತ್ತು (3,4) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


(-4,5) ಮತ್ತು (3,7) ಬಿಂದುಗಳು ವ್ಯಾಸದ ಅಂತ್ಮಬಿಂದುಗಳಾಗಿರುವ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y-6xX-2y+5 = 0 ವೃತ್ತ ಮತ್ತು x-y-1 = 0 ರೇಖೆ ಇವುಗಳು ಛೇದಿಸುವ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫4)-4x+6y-12 = 0 ವೃತ್ತದೊಂದಿಗೆ ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯ ಏಕಮಾನ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(X,, Y,) ಮತ್ತು (X,, ೫) ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನು ವ್ಯಾಸವಾಗುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


೫+) = 100 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (6,8) ರಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ ಎಷ್ಟು? 
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18. 


19. 


20. 


೫1, 


22. 


23. 


24. 


29. 


26. 


ನ 


28. 


x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರವಾಗುಳ್ಳ, 3 ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು 
ಇದ್ದರೆ, ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

*-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಧನಾತ್ಮಕ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ - ಕೋನವನ್ನು ಮಾಡುವ ಮತ್ತು 
X+್ಗ+6x+8y+1 = 0 ವೃತ್ತದ ವಾಸವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು. 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಗ ಮತ್ತು Bಗಳು (6,0) ಮತ್ತು (0,8) ಆಗಿವೆ. ೦೧ಔ ತ್ರಿಭುಜದ ಅಂತರ್ವತ್ತಕ್ಕೆ' 
೦ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


ಒಂದು ಚೌಕದ ಒಂದು ಶೃಂಗವು ೦೮ಗಿದ್ದು, ಉಳಿದವುಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು ಶೃಂಗಗಳು(4,0) 
ಮತ್ತು (0, 4) ಆಗಿವೆ. ಈ ಚೌಕದ ಅಂತರ್ವ್ಯತ್ತಕ್ಕೆ ೦ ನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


25.4 = 25 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 41-37 ಎ 25. ಈ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ಮತ್ತೋಂದು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


೫-/ = 4 ರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 3೪೪-9 = 0 ಮತ್ತು 
X+Y-2x+8y-7 = 0 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದವು 
ಸಮನಾಗಿದೆ. ಆ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4500೧ ಯು 28 ಭುಜವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಒಂದು ಚಚ್ಚೌಕ. ಈ ಚೌಕದ ಕರ್ಣಗಳು x- 
ಮತ್ತು y-ಅಕ್ಟಗಳಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 400ಗಿಚೌಕದೊಳಗೆ ಬಾಹುಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿ ರಚಿಸಿರುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X+Y +4x+2y+1 = 0 
2X42 +8x+6y-3 = 0 


ಈ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
X+y°—(2 cost) . x+ (2sinf) y-15 =0 


ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವೆಷ್ಟು? 


X4-4%48y-29 = 0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಯಾವುದು ? 
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29. 


30. 


2.2 


10. 


x4) 285 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (7,6) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


+ —4x-6y+11 = 0 ಮತ್ತು 1. ಗು-2/3 = 0 

ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ ಜಯ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಶಂಕುಜಗಳು 

x -16y = 0 ನ ಅರ್ಧನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
X4+2x4+16y-31 = 0 ಎಂಬ ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3x4+8y = 0 ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿಲಂಬವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = 18x ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾದ ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ y ನಿರ್ದೇಶಕವು *ನಿರ್ದೇಶಕದ 
ಮೂರುಪಟ್ಟು ಆಗಿರುವುದು ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=2x+1 ರೇಖೆಯು )* - 8x ಎಂಬ ಪ್ಯಾರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ? | 


ಶೃಂಗವು (1, -2) ಮತ್ತು ನಾಭಿಯು (1, -1) ಆಗಿರುವ ಪ್ಮಾರಾಬೊಲಾದ ಚಾಲಕದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = 4೩x ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾಗೆ y - mx+೦ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಬೇಕಾದರೆ 
ಷರತ್ತುಗಳು ಏನು ತಿಳಿಸಿ. 


ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವು ಅದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಎರಡು 
ಸ್ಥಿರಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಇರುವ ದೂರಗಳ ಮೊತ್ತವು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುವಂತೆ 
ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕುರ 
ದ್ವ ನಾ =1 ಎಂಬ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 32 ಮತ್ತು 


ಒಂದು ನಾಭಿಯು «8, 0) ಆಗಿದೆ. ಇದರ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ 50. ಅರ್ಧ ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 
150 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ (6) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೨98 


ತ 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


ಫೆ 


18. 


19. 


20. 


11. 


ಸ್‌ 
ಡ್‌್‌ — =1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು ನಾಭಿಗಳ 


ನಡುವಿನ ಅಂತರದ ಮೂರರಷ್ಟಾದರೆ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ (6) ಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= 4೩x ಪಾರಾಬೋಲವಿಗೆ (೩1, 2೩1)ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


976.4)" = 36 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮತ್ತು ರಗಳು ಅರ್ಧದೀರ್ಫಾಕ್ಸ ಮತ್ತು ಅರ್ಧ ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸ ಆಗಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ (6) ಎಷ್ಟು? 


25xX+4): = 100 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಅರ್ಧನಾಭಿಲಂಬವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Ep 


ರಾ ವಹಿ 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳ ದೂರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ 25, ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ 
ಅಂತರ 8 ಆದರೆ, ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದೀರ್ಫಾಕ್ಷವುಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಷದ ಮೂರರಷ್ಟು ಇರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು 
ಲೆಕ್ಕ ಮಾಡಿ. 
(೬-1) (y+) 


ಶ್‌ 


= 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x49) = 9 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ನಾಭಿಜ್ಕಾವು P 
ಮತ್ತು ಗಳಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಕತ್ತರಿಸುತ್ತದೆ. Pಯಿವಿನ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಚಾಲಕವು ೫x - 4 ಮತ್ತು 6 ಇ —- ಆದರೆ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ನ ತೆ = 1 (8>b) ರೂಪದಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


| 1 
ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು 101/2 ಮತ್ತು 6 Frid ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ 
2 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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23. 


24. 


25. 


26. 


21. 
. ಹೋಗುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದವು 8 ಮತ್ತು. ನಾಭಿಗಳಿಗಿರುವ ಅಂತರವು 2 1 2 ಆದರೆ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ಅ A ಎತ - 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ (೫, ೫) ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬದ 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ತ + ಇ ಇ 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತವು x-ಅಕ್ಷವನ್ನು A ಮತ್ತು 4'ಗಳಲ್ಲಿಯೂ 
y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಔ ಮತ್ತು 8 ' ಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ನಾಭಿ 5ಅನ್ನು ಔಗೆ 
ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯು *x-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಚ ಕೋನವನ್ನು ಮಾಡಿದರೆ, ಅದರ 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫೦೦50 + ysin 0 ಎ p ರೇಖೆಯು ಹ್‌ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸ 


ಬೇಕಾದರೆ ಇರುವ ಷರತ್ತುಗಳನ್ನು ತಿಳಿಸಿ. 


ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷ 7 ಆಗಿರುವ ಮತ್ತು (3, -2) ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಹಾದು 


ನಾಭಿಗಳ ಅಂತರ 10 ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಇರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫-ಅಕ್ಸ ಮತ್ತು )/-ಅಕ್ಬಗಳಲ್ಲಿ ತನ್ನ ಅಕ್ಷಗಳನುಳ್ಳ ಮತ್ತು (2, -2) ಬಿಂದುವಿನ 


ಮುಖಾಂತರ ಹಾದು ಹೋಗುವ ಹಾಗೂ ಅ ಇ 2 ಆಗಿರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9೫-4) = 25 ಎಂಬ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅನುಪ್ರಸ್ನಾಕ್ಷದ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Xx 
ಅ ಎಂ =1 ಎಂಬ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 


ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(-2,1) ಮತ್ತು (4,-3) ಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ ಹಾದುಹೋಗುವ ಹೃಪರ್‌ಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9-16)/-36/4-96)-10ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಶೃಂಗಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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35. 


36. 


37. 


39. 


40. 


3.1. 


251181 


0-27 _ 0-127 
16 9 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


= 1 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ನಾಭಿಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು 


(1, -1) ಕೇಂದ್ರ ಉಳ್ಳ ಅಕ್ಷಗಳು x-, y-ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ, 
6=೪3 ಆಗಿರುವ ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ಅಂತರವು 2 ಇರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5x-2y+4m= 0 ರೇಖೆಯು 4೫-)? - 36 ಶಂಕುಜದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾದರೆ ಗನ ಬೆಲೆ 
ಎಷ್ಟು? 


xy = 0 ಮತ್ತು (೫-4) 0/3) = 0 ರೇಖೆಗಳಿಂದ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಆಯದ ವಿಸ್ಮೀರ್ಣ 
ಎಷ್ಟು? 

X+3y = 12 ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು (2, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ 
ಹಾದು ಹೋದರೆ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


4: Y =1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಷದ ಒಂದು ಕೊನೆ ಮತ್ತು ಎರಡು 


ನಾಭಿಗಳು ಇವುಗಳಿಂದ ಏರ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(4, 1) ಎಂಬ ಬಿಂದವಿನಲ್ಲಿ #+2):-4x+4y-6 -0 ಎಂಬ ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


| ಇತ 
sin” ಮ = tan" ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


sin os” ಪ) ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


tan ‘x+tan'y = tan" —— (x,y 2 0, xy < 1) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ನ 


2 tan” = tan" ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


3 3 27 
-1 [ಗಸ ಹ tan”! 
tan 5 + sin 5 tan 7] 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1, 


7 ಕ 
sin™ ಬ್ರೂ sin™ "ಹಾ ಆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


15 15 


sin™x + CoS x= ಎದ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
tan'x + tan ‘y= ಆದರೆ x೬೪+x) - 1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
tan” 3x + tan” 2x = ದ್ಯ” ಆದರೆ ೫x ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


$1೧714 + 51೧7'(1-70 ಇ cos”'x ಆದರೆ ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


cos-(sin ಯ ಬೆಲೆ ಏನು? 


ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


-ಎಐಟ 
cos sn” ( 2 ೦೦5 (೬): ಬೆಲೆ ಏನು? 


sin” - 3) + 20097 (—) ಇದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


sin ( cos” ಕಷ ಇದರ ಬೆಲೆ ಏನು? 


ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿಪಡಿಸುವ ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


sin™'x = 2 1೧7% 


2tan™ ಕ ನ್ನು ಬೇರೆ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಹೇಗೆ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದು? 
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18. 


19. 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವುದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 1 1 
ಇಂ A ದ -1 
tan C-)+ tan (ಸ) + tan GH) 
ಕೆಳಗಿನದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 4 
1 ನ್ಗ 
2tan ( > )+ cos (ಕ ) 


20. ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


se0” (4 + cosec 117 


3.2 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


xiy= LC ಫ್‌ ಆದರೆ ೫4)? ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


(31) (4-21) = y+6/ ಆದರೆ x ಮತ್ತು y ಬೆಲೆ ಏನು? 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವುದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1 + 31° + (1-35 


(14115 4 (1-15 ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


ತ ನ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ ಮತ್ತು ಕೋಣಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2, ಮತ್ತು ೭ ಗಳು ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಮಿಶ್ರಊಹ್ಮಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ 
ನನ ಕೋಣಾಂಕವು 2, ಮತ್ತು 2, ಗಳ ಕೋಣಾಂಕಗಳ ವ್ಯತ್ಕಾಸ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
nT "eek. nT 
COS —— + /SiN— 


2 
ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: ತಕ ಹೇ 


ಹ isin ಸ 
Cos ——+ — 
3 3 


(-1443/) ನ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


9. ps ಡ್‌ | | ಇದರ ಮಿಶ್ರ ಊಹೆ ಅನುವರ್ತಸಂಖ್ಯೆ ಯಾವುದು? 


10. 
11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


jf 


18. 


19: 


20. 


21. 


ಇಂ. 


34 1421 
(೦೦536 + isin36 )? / (cos 9 -isin8 )3ನ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗ ಯಾವುದು? 
2006 94 161೧9 ಆದರೆ ಖೆ ಎನ ಚಿಲೆ ಏನು? 


X+ ದ್ದ = 20099 ಆದರೆ ನ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(14*005645170)ದ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ ಮತ್ತು ಕೋಣಾಂಕ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ee 2 ಸ 
z= 3+2/ಆದರೆ (2+ 2) * (2- 2- 322) ಎಷ್ಟು? 
(೦೦5 37 +/sin 37) ಸಂಖ್ಯೆಯ ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವುದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


-% 
(os -3 ೨ಎ -kin ಇತ (os -37- +isin ಹ 


V1-x + 1/1೨)" =a(x-y ಆದರೆ, 
sin” x + sin” yನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


7 ಎನ್ನುವುದು ಯಾವುದೇ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದ್ದು, 1 ಇ 1-1 ಆದರೆ, 
(೧144 179.. 173) ಯ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


X= 0೦59 + 6179 ಆದರೆ ಸಪ” ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
(1+) + (1-1"ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
z= 3+/ ಆದರೆ, ೪ 2 ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: (3+)°- (4 3) 
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23. (14154 (1-ಗ%ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


24. 2 2 0059 5179 ಆದರೆ, 
281.1 


ಜ್‌ 11೩೧ ೧79 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


1 
25. x+ ದ್‌್‌ 2 0069 ಆದರೆ, x - 0೦59 ೬ 18179 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


4.1 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಕಲನಕ್ರಿಯೆ 


ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


lim ೫1೧೨3)» 
೩-೨೦ : 1-009% 


2 lim tanx—x 
೫ ೬.8 2x-sinx 
lim 0೦5% - Sinx 
| X= ಶೆ ಬ ಸ 
4 4 


4, fX)=3xxX+7 ಆದರೆ 


lim flx+h) - fx) 
oe ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಇ ps ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂ 
lim sinx-sina 
BN ಯ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3/x— a ೯ 


6. 100 =sinx ಆದರೆ ಗೆ) * !(೫-y) ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
7. fla-x) ಇ $1೧/ + ೦೦% ಆದರೆ 10 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8. ಗುಗ ಇ 0”'* ಆದೆರ ಗೆ0) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9, ರ್ನ 2 ಗಸ್‌] ನ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3-2-1೬2 
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10. 


11. 


12. 


13. y= 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


ಗೆ) = ಸ ಆದರೆ 14) - ಗೆ) ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ $1೧-'(6) + ೦೦5' (9)ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ರ ಪದ 


log (log 4/70 ಆದರೆ 3 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


coty = ie ಆದರೆ 2. ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1-005% dx 


y = 09,6 ಆದರೆ 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವ 


xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 53 ನ ನಿಷ್ಠನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = sec’ (56070 ಆದರೆ Wy ಹಂದಿ 
dx 
x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 961೧೫ ನ ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


xy = 4 ಆದರೆ ಹೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
dx 


y = 5*ಆದರೆ 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=asin ಆದರೆ ೨೫_ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ, /ಎ sin(cos”'x+ 81೧-'0 ಆದರೆ 2 _ಕ0ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫7)/? ಎ (x+y)™” ಆದರೆ ರ್ಶ —— 


sec™'x + cosec”'y = a ಆದರೆ 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Xx=acos‘0, y= bsin‘6 ಆದರೆ 9 gn 3 ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
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26. 


೫1. 


28. 


29. 


30. 


31. x= 


38. 


. y=sin [cos (sinx)] ಆದರೆ 


X= ೩(೦೦59 + 99179), y = a(sin8 - 90089) 


7 
ಆದರೆ, _ = 9 ಆದಾಗ ಹ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 - cosx 


/ 1 * ೦೦5% | 
೫518೧7 [ರ್ಯ ನ ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y= +೩೫ +bx ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ x ಎ -3 ಮತ್ತು x=- — ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು *- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ೩ ಮತ್ತು ರಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1 dy | 
y= (100/0* ಆದರೆ ಪ್ರಾ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಹಾ ಇತ್ತ ಎಜಿ ಡೆ 


ಮಮ ೨ 2... ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
14x +N 1-x dx 


y =tan™ 


1-1? ಜ್‌ dy 
ಇ ST ಆದರೆ -_ ತ್ರ ಸ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 ಎಷ್ಟು? 

10 = (43X41) (42) ಆದರೆ /' (-1) ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

೫ ಇ 1೩೧7' (61೧70 + tan” (೦೦56010 ಆದರೆ ತೆ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(0) ಎ ೬9"ಆದರೆ ಗೆ0ನ ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಠನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈ 2008 -1 
1-26೧ 


೫ 18ಗ' ಸ್ಟೆ ಆದರೆ ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


/ ೬ 6607 ಜ್ಞ 4) ಆದರೆ ರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


_0% ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 
dx 
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ಧೆ 
39. 005124 ೦೦೯ ಇ ಸ ಆದರೆ, pe ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1+cosx dy 

SS datos ಕ ಯಿರಿ? 
40. y=log ಗ ಲ್‌ ಆದರೆ, ಲಗ ೦ಡುಹಿಡಿ 
41, xY=6* ಆಡರೆ, “9. ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


42. y=log, (3X°-5x+8) ಆದರೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


43. y=sin" (10070 ಆದರೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


44, y=sin" (tanx) ಆದರೆ, 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


45. xn ಭಲ tan” ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿ 
ಸಂ 


46, ಎ sinx + 151೧3 17... ಆದರೆ 3 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


47. y=cos (2 $1೧-' (c0sx)} ಆದರೆ ರ್‌ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


48. x+y = xy ಆದರೆ 2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


dy 


49. x=a(6-sin 9), y = a (1-0089) ಆದರೆ 9 ಎ 3 ನಲ್ಲಿ PPE 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X dy 
50. ಸಜ log(xy) ಆದರೆ ಕ್‌ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4.2 ನಿಷ್ಟನ್ನದ ಅನ್ವಯಗಳು 
1 / ಇ. 26-361 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಓಟವನ್ನು (1,5)ರಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2... 3)0/ಇ 4ಮತ್ತು 215 ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು (-4, -1)ರಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


3 


12. 


13. 


14. 


15, 


16. 


y ಇ ಡೆ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಓಟ -5 ಆಗಿರುತ್ತದೆ? 
೫ನಲ್ಲಿ ೫" ಉತ್ಪನ್ನದ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ವೇಗ ೪ = 31541 ಇದ್ದರೆ ! ಐ 2 ಆದಾಗ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫ೌ-3xy+y = 0 ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಉಪಲಂಬದ ಉದ್ದವನ್ನು (1, -2)ನಲ್ಲಿ 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯರಿ. ' | 


/ ಇ 2" ಮತ್ತು y= 3” ಎಂಬ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಛೇದಿಸುವಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ 
ಲಘುಕೋನ 9 ಆದರೆ 1೩೧9 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


100 ಚ. ಮೂಲಮಾನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವುಳ್ಳ ಆಯತದ ಕನಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5ಎ 17”ಆಗಿ, 1ಐ3 ಆದಾಗ ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಎರಡೂ ಸಮವಾದರೆ ೧ 
ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ. 


y = ೫.8 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು (3, 2) 
ಮತ್ತು (-1, 6) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ, ೩ಯ 
ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಅ" ಉತ್ಪನ್ನದ ಕನಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ. 


1 
ಈ 


13 ಮತ್ತು ೪5 ಇ k$ ಆದರೆ Kನ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
x=a(6-sin8), y= a(1-c0s6) ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ 0=—— ನಲ್ಲಿ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ಬುಲೆಟನ್ನು ಕ್ಷಿತಜದಲ್ಲಿ ಹಾರಿಸಿದಾಗ ಕಾಲದಲ್ಲಿ ಅದು ಚಲಿಸಿದ ದೂರವನ್ನು 
5 = 12801 -168 ಎಂಬ ಸೂತ್ರದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯ ಬಹದಾದರೆ ಅದನ್ನು 
ಹಾರಿಸಿದ ವೇಗವೆಷ್ಟು? 


b 
a, ರಿ, x ಎಲ್ಲವೂ ಧನ ಆದಾಗ 84* 7ರ ನ ಕನಿಷ್ಠಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 


7 ಹ 
X= 4800536, y = 4851739 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ 6 ರಾದ ನಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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11 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


4.3 


xy = 25 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು x- 
ಮತ್ತು y-ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು A ಮತ್ತು B ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ೦8 ತ್ರಿಭುಜದ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y = X(X-4) ವಕ್ರರೇಖೆಯು *-ಅಕ್ಷವನ್ನು (2, 0)ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ ಅವೆರಡರ 
ಮಧ್ಯೆ ಉಂಟಾದ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x = 80೦9836, y = ೩ $61೧36 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 6 ಎ ದ ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ. 


/ ಎ 100% ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಗ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
ಹಾದುಹೋದರೆ ಗ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2೫.1" = ಈ ಮತ್ತು ಹ + = 1 ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸಾಮಾನ್ಯ | 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಛು + (ಷಾ) 2 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (8, ರ) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಬ ಬ ್‌್‌ಬಲಬಬಬಿ್ಪ = 0 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x6" ಉತ್ಪನ್ನದ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಒಬ್ಬ ವ್ಯಾಪಾರಿಯು ವಸ್ತ್ರಗಳನ್ನು ತಲ3-ಾಕ್‌ ರೂ. ಗಳಂತೆ ಮಾರುತ್ತಾನೆ. 
ಈ ವಸ್ತುಗಳ ಒಟ್ಟು ಅಸಲು ಬೆಲೆ(100 + ೈ-) ಕೂ. ಆಗಿದೆ, ಗರಿಷ್ಠ ಲಾಭ 
ಉಂಟಾಗಬೇಕಿದ್ದರೆ, x ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


ಅನುಕಲನ 


1 
ad 9 
x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಸಹಾ ಇವಾ ನ ಅನುಕಲ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 
ಸ ಜು ಜಾ 0ಜಿ 
tan?x + 1 ತ 
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ಆ 


12, 


13. 


ee, 
) ಕವಾಸಕಿ; ೧ 
| ಇ ನ ಬೆಲೆ ಏನು? 


Jaedx=—— 
x+1 dx 
——————————— ನಬೆಲೆ ಏನು? 
| ಇ 2.25 
ಸ ax ನ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
x 1-100 


ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವುದರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1+xlogx 
ಹ್‌ 


(a) ಈ 


dx 


x +1 
pe 


| 20% 


(0) ಗ್‌ 


| SND ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 8-51೧] 


Jx sinhx dx ಬೆಲೆ ಏನು? 
x°5dx 


೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಸ 


ದರ ನ ಅನುಕಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
logsinx ಎ 


1 


ರಾಹು 
1-005: 


ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(a) (61೧ + 0೦೩20 
1 
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(0) | ನ್ಯ 
0 
( 10x°+ 1010610 


10. ೫೧9 ರ 


(6) 


24 
(9) | 3 


(ಗಿ | 1148/೧0 


dX 
00933 


dx 
xX 1-logx 


cos°xdx 


e*dx 
[| 


| 
J 
(i ( 4sin®xdx 
| 
| 


ಭಃ dx 


14. | ———— ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸ Y (xa) (b-%) 


1 1 | 
15. xಗೆ ಸಂಬಂದಿಸಿದಂತೆ ಅನುಕಲನದ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


— 6 
16. ಘಾ ೆ 
BF TA dಸನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
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ಕ 1/x 
17. 5 ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲವನ್ನು, xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


18. ಈ ಅನುಕಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(a |! 0 11400% 
ತ 
(0) | ಸ್‌ A ನಿ) 


ಗ್ರಾ 


(0 ಗ ರ 
(0) iX¥e dx 


sin x 
(9) fe b cosx)? ದೇ 


4.4 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲನ 


1. ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


lim 1 | 1 1 1 } 
nc | n+1 n+2 m3 men 
2. ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಬ ಗ್‌ dx 
jk ಡ್‌ 


(il) f dx 
X+2x4+2 


(1) ೫ Ccosxdx 
51೧೫ + ೦೦9% 


(iv) j dx 


0 ಈ cos°x + bsin® x 
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1 | 
(ಗ | (1೨.26) 0% 
1] 


(1 7 x dx 
xe 5x 


(Vil) 1 ಗ ಅದಗ 
೧೬1) ಸ್‌ 


(viii) ಳೆ sin 23100 18೧ x dx 
0 


f Vlog t 
1 


ದ್ವ 


(ix) 


(x) dx 


{X49 
ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಆದಿವೇಗ 5 ಸೆಂ. / 


ಸೆಕೆಂಡ್‌ ಇದೆ ಮತ್ತು ಕಾಲವು ಆದಾಗ ಅದರ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು ₹4 21* 1 ಆಗಿದೆ. 
ಕಾಲ ಆದಾಗ ಈ ಬಿಂದುವಿನ ವೇಗ ಎಷ್ಟು ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=4x-X ವಕ್ರ ರೇಖೆಗೂ x-ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


xy = 1 ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆ, x-ಅಕ್ಟ, »ಇ1 ಮತ್ತು »ಇ2 ನಲ್ಲಿನ /- ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ 
ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು A, ಎಂದೂ, ೫-ಅಕ್ಬ , 2೫2, »ಇ4 ಗಳಲ್ಲಿನ 
y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸಿ ವನ್ನು ಕೈ ಸತ ಸೂಚಿಸಿದರೆ, A, ಮತ್ತು ಸ್ಕಿ 
ಗಳ ಸ್ವಭಾವದ ಬಗ್ಗೆ ಚರ್ಚಿಸಿ. 


b 
1%) ಇ ಆದರೆ, 3 |11(0 ಯ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಡಿ 


614 


10. 


| 


12. 


13. 


14. 


15. 


ವಕ್ರರೇಖೆ ): - 4% ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆ 31/22 + 4 ಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Yx+Ny=2 ವಕ್ರರೇಖೆ, »- ಆಕ್ಸ ಮತ್ತು 0, x= 4 ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 


y=, (ಎ 0 ಮತ್ತು y= 8 ಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು ? 


ಕಾಲ ಆದಾಗ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
61 ಇದೆ. ಬಿಂದುವು ವಿಶ್ರಾಂತಿ ಸ್ಥಿತಿಯಿಂದ ಚಲಿಸಿದರೆ, 1-2 ಆದಾಗ, ಅದರ ವೇಗ 


ಎಷ್ಟು? 
y=x+1ಮತ್ತು y- 2೫೩೬1 ಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ಪ್ರದೇಶದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು ? 


ಇದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11002 , 
xe” dx 


= ae. 


fx) 
ಡ್ಯ (೫೦-1) =] (1-1) 6! ಆದರೆ ಗೆ) ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0 


1 


| ( +1) £ 0ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
—1 
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ಪ್ರಶ್ನಾವಳಿಯ ಉತ್ತರಗಳು 

1.1 

1. { (1,1), (1,1), (2,-1), (2,1)}; { (1,-1), (1 0), (1,1), (2,-1), (2,0), 
(2,1)]; ಹೌದು 

2,.. .{(3,2), (3,5)} 

3. (4-8) 


4. ((2,3), (2,5), (2,7), (2,9), (3,2), (3,4), (3,5), (3,7), (3,8), (4,3), 
(4,5), (4,7), (4,9), (5,2), (5,3), (5,4), (5,6), (5,7), (5,8), (5,9), 
(6.5), (6,7), (7,2), (7,3), (7,4), (7,5), (7,6), (7,8), (7,9), (8,3), 


(8,5),(8,7), (8.9), (9,2), (9,4), (9,5), (9,7), (9,8),) 
5. R((5.4), (4,1), (7,4), (6,7), (3,7) 


6... ಗ ಆತ್ಮವರ್ತಕ 
13 5 
೫ ತಿ 
9 
“p= 
10. 13.12. 
ಶೆ 
SS ಹಾಡ್ಜಿ 
ಜೆ 1 ಕ್ರಿ 
3 
ಮ್‌ 
2 2 
ಕ 21 
ಮತುತೆ 
| 4 
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0 


0059 $61೧79 
-61೧6 ೦೦99 


3) 
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26. -2 
ತ ಗಿ1.6 
0 ಹತ್ತೆ 
28. 3x7 
29. ನ್ದ ಈ 
ಸ್ತ 
30. A 
ಸಿ 
ಕು ಎಟಿ 
2. (2,3,7), (1,-1,1) 
3. X=2, y=3 
> ಇ. 
4. A+1Al 
— 
ಹಿ 
yy 
6. 40G 
ARE. 
8. sin‘ 12೯7೫5 
9.3 
A A Pa 
10. 4i-5j+ 5k 


11. “ದ 3/ಿ. 6/- 28) 


13 -8 


12. ೨ ಸ 


618: 


512 
2110 ಚದರಮಾನಗಳು 


ಗ MN 


619 


1.4 


ಹಾ ಥಾ ಈ ಶ್‌ 38 


0 

ಏಕದ ನಿಯಮವು ತೃಪ್ತಿಯಾಗಿಲ್ಲ 
25 

ಸು ತ 

71 

1, ಇ, |-/ 


a=6 


ಈ 


2,5 


00599 - 19109 


X+Y=1 
೩1.೧) 

(-9, -) 
೦೬೩೫೧೬೧7೧೫ 
(೬-3)? + (/-12) 16 
60 


620 


ಸೆ .0ಚ-ರಿಜ-12/41620 
9 
4 


1 


(22,೪10 


2X +2” -x-47=0 
X+P+x-12y+23=0 
(4,3), (1,0) 
X+y-4x+6y+12=0 


(೫-೫) (XX) + 0-/) 0-೫) = 0. 
3 


4 
X +” -6x=0 
XN IY = 4433 


. 3x+4y=0 

° X+Yy =0 

° 4x-3y+25=0 
: (6,1) 


ಜೆ. ೫/24 


. 2y-5=0 
4 


7 


2 


.. (2,-4) 
. 1/4 6/2 85 


K=-—4 
621 


2.2 
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19. 


21. 


23. 


24. 


25. 


26. 
27, 


28. 
29. 
30. 


31. 


32. 


(4,-1) ಮತ್ತು (-2,-1) 


ಈ 
3 
ತೆ 
ಗೆ 
1 
x y 
25” 1 87- 
2 
x y 
33 ಗ 
&#( ೬-೩) 
X, 
1 


4 


4 
2 ಇ 8 cos? + BP sina 


ಜ್ಜ 


ಹೆ ಸತ? 
16 9 
ಟ್ಟು" 
11 11 
3 
10 
3 
218೧7 —— 
2X -3y=5 


ಕ (ಜ.0. 


623 


ಎ0 


(6,3) ಮತ್ತು (2,3) 


(7,1) ಮತ್ತು (3,1) 


(1) _ 01) _. 
3 6 


| 9 
4 
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19. sin (1) 


Re 


cos ಸಂದ + isin 
6 6 


10. 00699 
11. 2161೧36 


12. 006 9 - 161೧0 


0 
13. 20086 ಸ್ಟ 


0 
2 » 


17. 200೯1೩ 


625 


4.1 


AA IC ಜ್‌ 


hr 
ಎ 


14; 


—1 
2isin 26 


0 

121 

213 

383006೩ 

sin? »(- siny 

sin (6-70 + cos (a-x) 
1 

8 

211 (x+h+1) (x+1) 


0 
2 


ಘಾ ಜಡ. 


X° 


cotx 
log sinx 


1 


2 
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15. 


16, 


11. 
18. 


19. 


20. 
೫1 


ಜಲ. 


23. 


24. 


25. 


26, 
ಕೆ 
28, 


29, 


30. 


91. 


4 
x (10005 
—4X 


————————————— 


(1—x°)° 
2X 


2e*cosx 
a 
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32. 
33. 
34. 
35. 


36. 
37. 


38. —— 


39. 


40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46, 


47. 


48, 


49. 


— COSECX 


X—y 
xlog x 


1069 (6x-5) 


3X —5x+ 8 


1 


1 1- (100703 


5೦೦: Xx 
J 1-tan? x 


1 
1+x 


೦೦8% 
2/-1 
2 sin (2X) 
ನ 
ಸ 


ಸ 
a 
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1003. log 2 


1+ log 310g 2 


40 


50 


tan” (8) 
38 
8 
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ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ತರಗಳಿಗೆ ೮ ಯನ್ನು ಸೇರಿಸಿಕೊಳ್ಳಿ (14 ನೇ ಮತ್ತು 13 (0, (1 
ಸಮಸ್ಯೆಗಳ ಉತ್ತರಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುವುದಿಲ್ಲ). 
1. —cotx 
2: Bene 
ತ Rian 2x 
4 


"೩ 
log (a6) 


ಲಾ 


"72.2೬6 
-21%1-100% 


ಲಾ 


7. (aelogx 
(b) x ಹಾ 
3 Xx 


(0). -2 
3(X°+2) 


8. -sin (3 
3 


9. xcoshx-sinhx 
10 tan™' (x5) 
ನ ( 


630 


11. 100 (100 sinx) 


1 tanx 
12. ೧-1 ( ) 
{2 2 


13.(a) x 
(b) log— 
La 


(6) 100 (10*. ಗ) +c 


1 "ನೈ 
(6) an ಆ. 
ಕಷ್ಣ ನ p< 
(1) 2 ೪7 -- -2005 (3) 


(0) ಜ್ಯಾ” tan 3x 


(೧) -2YT—Tlogx+c 


(|) tan*x+c 


() loge Ve*—1/e+1 +c 


(೪ 12.602 ಕಸಿ +C 
22 


4 

7 

8 
14. 7 
| 


16. %100 (0. 63) 


631 


17. 61% 


18.(a) 


b) 
(c) 


(d) 
(6) 


Pom 


2 
1 ೩2 
ರ್ಟ 


log (sin™"x) 
log (@* +1) 
(X — 2x42) 0 


1 


b (a +b cosx) 


1. 1092 


2. 


(vi) 


Wij) 2-12 
(viii) 0 
(ix) 23 


(x) 


13-10 


+t +145 


632 


ಗಣಿತ 


ಮಾದರಿ ಪ್ರಶ್ನಪತ್ರಿಕೆ 
ಎರಡನೆಯ ಪಿ.ಯು.ಸಿ. 
ಆವಧಿ 3 ಗಂ. ಅಂಕಗಳು 100 
| ಎಲ್ಲಾ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೂ ಉತ್ತರ ಬರೆಯಿರಿ. (12x1 = 12) 


1 f:ಗ೨ಗನ್ನುಗೆ೫ = 3x೬1 ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿದೆ. ಗೆ೫ ಒಂದು - ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


2. 2 ಎನ್ನುವುದು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಅಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, 2 ಸಮಸಂಖ್ಯೆ ಆಗುವುದು. ಇದರ 
ವಿಲೋಮ ವಾಕ್ಕವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


3. NR 1 
Q-y:-Q 0 
ಟ್ರ ಧ್ರುನತ್ತೆ 1 

X,y,2 ಗಳೆ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4. ೩a"bಿ=-೩+b-೩bಿಯಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿತವಾದ * ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ, 1 ನ್ನು ಬಿಟ್ಟು 
ಉಳಿದ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಗಣದ ಏಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5. 3೫ +3 -6x+27y-2 =0 ವೃತ್ತದ ತಿಜ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

6. sin'[(sin (—-600°)] ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1. 1-/ನ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

8. . 120 ಇಗೆ ಉತ್ಪನ್ನವು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


9... +೫ + ಅಇದನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅನುಕಲಿಸಿ. 


634 


2 


10. 100% dx ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11. 


12 


1 
9೫ - 4) = 36 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


oe AA A 
೬ 14 2/- 3k ಬಲದಿಂದ /+ /+ k ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಮಾಡಿದ ಕೆಲಸವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎಲ್ಲಾ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೂ ಉತ್ತರ ಬರೆಯಿರಿ. 12x2=24 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉಕ್ತಿಯ ಸತ್ಯಬೆಲೆಯ ಪಟ್ಟಿಯನ್ನು ಮಾಡಿ : 
(೧. ೦0 ೨ (೧/೧೦ 


₹8 ತೈ ಡಿ 
A= [2 | ಮತ್ತು 8ಎ ಆದರೆ 
5 6 ಇ ಹಾಡಿ 


(AB)' = B'A' ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಸೊ ತ್ತ 


nA 0ಕ್ಚ್‌ “BA ್‌ 

822/4 /-3 ಮತ್ತು b=/-2/+ 
— ದ 

ಆದರೆ 8 ಸದಿಶದ ಮೇಲೆ 0 ಯ ಪ್ರಕ್ಷೇಪಣೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

G ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ (8* ರ)' ಎ01 * 8' ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


10ರ ಮಾಡ್ಕುಲೊ ಗುಣಾಕಾರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ (2,4,6,8) ಸಂಕುಲದ ಏಕವನ್ನು 
ಮತ್ತು 4 ರ ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಓ ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
X+Y-2xX+22y+3 = 0 ಮತ್ತು 
x+y +14x+6y+k = 0 


ನಾಭಿಯು (-3, 2) ಇದ್ದು ಶೃಂಗವು (-2, 2) ಇರುವ ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: 


(cos 69 - /sin60)3 (೦೦820 + /sin26)” 
(೦೦5 4 9 - /81೧ 40) 
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9. “ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಚಲನೆಯ ನಿಯಮವು 
s=ae'+ be 
ಎಂಬ ಸೂತ್ರದಿಂದ ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದ್ದರೆ, ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು ಚಲಿಸಿದ ದೂರ ಆಗೆ 


ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
10. 11. ೮/೬ uv- |v. ೮1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


11. ೫ + 4. 200% ೦ ೯೬ 0 ಕೋ-ಆಕ್ಸಲ್‌ ವೃತ್ತಗಳ ಮಿತಿಯ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


12. y - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತಗಳ ಗುಂಪಿನ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 


Il. 1. ಕೆಳಗಿನ ಸಂಯುಕ್ತವಾಕ್ಕವು ನಿತ್ಕಸತ್ಕವೇ ಅಡ'ವಾ ಅಸಮಂಜಸತೆ 
ಆಗಿದೆಯೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ: 


0-೨ (0%) 
2. ಕೇಲಿ- ಹ್ಯಾಮಿಲ್‌ಟನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ವಿಲೋಮ ಕೋಶವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
ದ್ರ ಎ 
A= 
ಆಥವಾ 
a+b+2c a b 
C b+c+2a b =2 (a+b+0c) 4 
Ek a c+a+2b | 


3. ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳು /+ 2% 2/4 ಮತ್ತು /- 3/ಸ್ಥಾನ 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ಆ ತ್ರಿಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ವ 


4, {1,2,3} ಗಣದ ಮೇಲೆ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಗಣವು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯಗುಣಲಬ್ಬವನ್ನು 
ಅವಲಂಬಿಸಿದಂತೆ ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. “4 


V.1. X+y+2gx+2ty+c=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಅದರ ಮೇಲಿರುವ (x',y೪')ನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ವಿಶ್ಲೇಷಣೀಯವಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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VI. 


(5,3), (1,5) ಮತ್ತು (3,-1) ಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ ಹಾದುಹೋಗುವ 'ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಅಥವಾ 


(-3,1) ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ, (-1,4) ರ ಮುಖಾಂತರ ಹಾದು ಹೋಗುವ, ಅಕ್ಬಗಳು 
ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಸಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯು % 


ಆಗಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 4 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 

i ಹತ್‌ / 

ಹೌ ಜ್‌ 
ರೂಪದಲ್ಲಿ ಸಾಧಿಸಿ. ೩ 


7 
sin™ x + sin™y+ 61೧72 ಎ ಮ ಆದರೆ 


X+Y +2 +2xyZ = 1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 4 
ಅಥವಾ 
sin8+sin36-+-sin58+5in78=0 ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


್ಗ 3-/ ಇದರ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಮತ್ತು ಅವುಗಳನ್ನು 
ಆರ್‌ಗ್ಕಾಂಡ್‌ ನಕ್ಸೆಯಲ್ಲಿ ಗುರುತಿಸಿ. 


xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ೦೦6 ೩% ನ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಅಥವಾ 
xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ (sinx)* -x sin”) ನ್ನು ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ 4 


x = sinf, y = cospt ಆದರೆ (1-6) y, - xy, *”y=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


x5= ೩y್‌ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಉಪಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ 
ವರ್ಗವುಅದೇ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಘನದ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಅಥವಾ 
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VI. 


VII. 


ಒಂದು ಲಂಬ ಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದ ಕರ್ಣ ಮತ್ತು ಭುಜದ ಉದ್ದದ ಮೊತ್ತವನ್ನು 


ಕೊಟ್ಟಿದ್ದಾಗ ಈ ಎರಡೂ ಭುಜಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು -_- ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ 


ತ್ರಿಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಗರಿಷ್ಠವಾಗುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 4 
x ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅನುಕಲಿಸಿ: 4 
2 cosx-— 3 sinx 

COSX + 4sinx 
ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


7 


4 
1106 (1+tanx)dx 


0 


ಅಥವಾ 
X y ೫ 
eS ಭಷ 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಅನುಕಲನದ ರೀತಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಕ 
ವಿಂಗಡಿಸಬಹುದಾದ ಚರಗಳ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಪರಿಹರಿಸಿ. 4 


e*tany dx + (1-67) sec®y dy = 0 


ಹ ಎ1 (ಜರಿ) ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ Pಎನ್ನುವುದು ಯಾವುದಾದರೂ 


ಬಿಂದುವಾದರೆ, P ಯಿಂದ ನಾಭಿಗಳಿಗೆ ಇರುವ ದೂರಗಳ ಮೊತ್ತವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ 
ಉದ್ದಕ್ಕೆ ಸಮ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 4 


ಬದಲಿ ಆಯ್ಕೆಗಾಗಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ ವಿಧಾನ 


ಬೀಜ ಗಣಿತ 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ 


ನಿರ್ದೇಶಕ ಜ್ಯಾಮಿತಿ. 
ವೃತ್ತಗಳು ಮತ್ತು ಶಂಕುಜಗಳ ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ 
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ತ್ರಿಕೋನ ಮಿತಿ 
ವಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋನ ಮಿತಿಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಮತ್ತು ತ್ರಿಕೋನ ಮಿತಿಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳ ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ 


ನಿಷ್ಪನ್ನದ ಅನ್ವಯಗಳ ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ 


1. ಅವಕಲನ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ, ಅವಕಲ್ಕತೆ ಮತ್ತು ಅವಕಲನ ಇವುಗಳ ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ. 


ಅನುಕಲನ 

ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲನ ಮತ್ತು ವಿಸ್ತೀರ್ಣಕ್ಕೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲನದ ಅನ್ವಯಗಳ 
ನಡುವೆ ಆಯ್ಕೆ 

ಪ್ರಶ್ನೆಪತ್ರಿಕೆ ತಯಾರಕರಿಗೆ ಸೂಚನೆ. 


ಪ್ರಶ್ನೆ | (11) ಮತ್ತು (12) 
ಪ್ರಶ್ನೆ || (11) ಮತ್ತು (12) 


ಪ್ರಶ್ನೆ 11! ಇವುಗಳನ್ನು ಚಟವಟಿಕೆಗಳಿಗಾಗಿ ನಿರ್ಧರಿಸಿದ 1 ರಿಂದ 10 ವಿಷಯಗಳಿಂದ 
ಆರಿಸಬೇಕು. 
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ಅಡ್ಡಸಾಲು 

ಅದಲು ಕೋಶ 

ಅದಿಶ 

ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ಅಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಅನನೃತಾಂಶ 
ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ 
ಅನುಕಲ 

ಅನುಕಲನ 
ಅನುಕಲನದ ಮಿತಿಗಳು 


ಅನುಕಲನದ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಅನುಕಲೀಯ 
ಅನುಕಲ್ಕ _] 
ಅನುಚಿತ ಉಪಗಣ 
ಅನುಪ್ರಸ್ಥಾಕ್ಸ 
ಅನುವರ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷ 
ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಅಪರಿಮಿತ 
ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ 
ಅರೆಸಂಕುಲ 
ಅರ್ಧನಾಭಿಲಂಬ 
ಅವಲಂಬಿಸಿರುವಂತೆ 
ಅವಕಲನ 
ಅವಕಲ್ಕ 
ಅವಕಲ್ಕತೆ 
ಅವಕಲನ ಸಹಾಂಕ 
ಅವಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರ 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 
ಅವೈಶೇಷಿಕ 
ಅಸಮಂಜಸತೆ 
ಅಸ್ತಿತ್ವ 
ಅಂಗ 
ಅಂತರ 
ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸು 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ 


ಕನ್ನಡ - ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಪದಕೋಶ 


Row 
Transpose matrix 
Scalar 
Scalar product 
Prime number 
Identity element 
Indefinite integral 
Integral 
Integration 
Limits of 
integration 
Constant of 
integration 
integrand 
Improper subset 
Transverse axis 
Conjugate 
Conjugate axis 
Asymptote 
Infinite 
Implicit function 
Abelian group 
Semigroup 
Semi-latus rectum 
With respect to 
Differentiation 
Differentiable 
Differentiability 
Differential coefficient 
Differential calculus 
Differential equation 
Continuity 
Nonsingular 
Contradiction 
Existence 
Component 
Interval, difference 
Inscribe 
If and only if (iff) 


ಆತ್ಮವರ್ತಕ 
ಆದೇಶಕ್ರಮ 
ಆಯತ 
ಆಯಾಮ 
ಆವೃತ ಗುಣ 
ಆಂತರಿಕ 


ಉಕ್ತಿ 


ಹ 


ಉತ್ಪನ್ನ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 
ಉಪಕೋಶ 
ಉಪಗಣ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 
ಊಹ್ಮಸಂಖ್ಯೆ 


ಯಣ ಉತ್ಪನ್ನ 


ಎಡಮಿತಿ 

ಎರಡನೆಯ 
ಅವಕಲಸಹಾಂಕ 

ಎಲಿಪ್ಸ್‌ ' 


ಏಕ 


ಏಕರ-ಏಕ 
ಏಕತಲಸ್ತ 

ಏಕದ 
ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ 
ಏಕಮೌಲ್ಕ 
ಏಕಮಾನ ಕೋಶ 
ಏಕ ಸದಿಶ 

ಏಕೈಕ 

ಐಕ್ಕಧಾತು 
ಒಳಗಣ 

ಓಟ 

ಕನಿಷ್ಠ 

ಕೆಲಸ 

ಕೋನಾಂಕ (ಪಾರ) 
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Proposition 
Function 
Integral of a function 
Function of function 
Eccentricity 
Submatrix 

Subset 

Subtangent 
Subnormal 
Imaginary number 


Negative function 


Left hand limit 

Second differential 
coefficient 

Ellipse 

One, unity, identity 
element 

One-one 

Coplanar 

Identity element 

Concurrent 

Single-valued 

Unit matrix 

Unit vector 

Unique 

Identity element 


Into 
Slope 
Minimum 
Work 
Amplitude 


ಕೋಶ 
ಕಂಬಸಾಲು 
ಕ್ರಮಯುಗ್ಮ 
ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 


ಕ್ಸಿತಿಜ 
ಕ್ಷೀಣಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನ. 
ಕ್ಷೇತ್ರ 


ಗಣಾಂಶ, ಅಂಶ 
ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮ 


ಘಟಕ 
ಘಾತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ 


ತಾರ್ಕಿಕ ಸಮಾನತೆ 
ತೆರೆದ ಅಂತರ 
ತ್ರಾಪಿಜ್ಮ 

ದರ ಮಾಪಕ 

ದರ್ಜೆ 

ದಿಶಾಕ್ಸ 

ದೀರ್ಫವೃತ್ತ 
ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ 
ದ್ವಿಬಂಧಿತ 

ದ್ವಿಮಾನ (ಪರಿ)ಕ್ರಿಯೆ 


ಧನಬೆಲೆ 
ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ 
ಧ್ರುವೀಯ 


ನಕಾರ 

ನಾಭಿ 
ನಾಭಿ(ಜ)ಲಂಬ 
ನಾಭಿಜ್ಕಾ 
ನಿತ್ಯ ಸತ್ಯ 
ನಿಬಂಧಿತ 
ನಿರಸನ 


Matrix 
Column 
Ordered pair 
Permutation 


Horizon 
Decreasing function 
Field 


Element of a set 
Multiplicative inverse 


Component 
Exponential function 


Variable 
Directrix 
Map 


Image 
Intersection 


Chord 


Logical equivalence 
Open interval 
Trapezium 


Rate measure 
Order 

Directrix 

Ellipse 

Major axis 
Biconditional 
Binary operation 


Postive value 
Modulus 
Polar 


Negation 

Focus 

Latus rectum 

Focal chord 
Tautology 

Implication, conditional 
Cancellation 


ನಿರೂಪಿಸು 
ನಿರ್ಧಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ 


ನಿರ್ದೇಶಕ 
ನಿರ್ಧಾರಕ 
ನಿರ್ಬಂಧ 
ನಿಷ್ಪನ್ನ, ನಿಷ್ಪತ್ತಿ 
ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯ 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ 
ಪರವಲಯ 
ಪರಿಕರ್ಮ 
ಪರಿಮಾಣ 
ಪರಿಮಿತಿ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
ಪರಿಹಾರ 
ಪರ್ಯಾಯ 


ಪಾರ 

ಪೂರಕ 

ಪೂರೈಕೆ 
ಪ್ರಗಣನೀಯ 
ಪ್ರತಿಧನ 

ಪ್ರತಿಫಲನ 
ಪ್ರತಿಲೋಮ (ತರ್ಕದಲ್ಲಿ) 
ಪ್ರತಿರೋಮ ಕೋಶ 
ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ 
ಪ್ರಮಾಣ, ಮಟ್ಟ 
ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ 


ಬಲದ ಮಹತ್ವ 
ಬಲಮಿತಿ 
ಬಲತಿರುವುವ್ಯವಸ್ಥೆ 
ಬಹುಘಾತಪದಿ 
ಬಾಗು 

ಬಾಹ್ಕ 
ಬೀಜಗಣಿತದ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಬಿಂಬ 

ಬಿಂಬಗಣ, ವ್ಯಾಪ್ತಿ 
ಬೆಸ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ 


ಮಾತೃಕೆ 
ಮಿತಿ 


Define 

Particular integral, 
definite integral 
Coordinate 
Determinant 
Condition 
Derivalive 
Derivable 
Differentiate 


Parabola 

Operation 

Manitude, order 
Finite 

Commutative, abelian 
Solution 

Disjunction 


Amplitude 
Complement 
Satisfaction 


Denumerable 
Contrapositive 
Reflexivity 

Inverse (in logic) 
Inverse matrix 
Principal value 
Degree 

Parametric function 


Moment of a force 
Right hand limit 
Right handed system 
Polynomial 
Inclination 

External 

Algebric function 
Image 

Range 

Odd function 
Integration by parts 


Matrix 


Limit 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಮುಚ್ಚಿದ ಅಂತರ 
ಮೂಲಬಿಂದು 
ಮೂಲಮಾನ 

ಮೂಲಾಕ್ಸ 

ಮೂಲಾಕ್ಸ ಕೇಂದ್ರ 
ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


ಮೇರೆ 
ಮೇಲಣ 


ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ 
ಯುಗ್ಮ 


ಯುಗ್ಮಿತ 
ರೇಖೀಯ 


ಲಾಕ್ಸಣಿಕ 

ಲಾಘವ 

ಲಂಬ 

ಲಂಬವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬಾತ್ಮಕ 

ಲಂಬೀಯ ಹೃಪರ್ಬೊಲ 


ವಕ್ರತೆ 
ವಲಯ 
ವಾಹಕ 


ವಿಕಸನ 

ವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 

ವಿಲೋಪನ 

ವಿಲೋಪಿಸು 

ವಿಲೋಮ (ತರ್ಕದಲ್ಲಿ) 

ವಿಲೋಮ ಧಾತು (ಅಂಶ) 

ವಿಲೋಮ ವೃತ್ತೀಯ 
ಉತ್ಪನ್ನ 

ವಿಶ್ಲೇಷಕದಂತೆ 


ವೃದ್ಧಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
ವೈಶೇಷಿಕ 
ವೈಶೇಷಿಕವಲ್ಲದ 
ವ್ಕಾಕೋಚನ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 

ವ್ಯಾಪ್ತಿಯ ಅಂತರ 


Complex number 

Closed Interval 

Origin 

Unit 

Radical axis 

Radical centre 

Differentiation fromfirst 
principles 

Bound 

Onto 


Binary operation 
Couple 
Conjugate 


Linear 


Characteristic, eigen 
Minor 

Normal 

Orthogonal circles 
Orthogonal 
Rectangular hyperbola 


Curvature 
Ring 
Transitive 


Expansion 
Discontinuity 
Elimination 
Eliminate 
Converse (in logic) 
Inverse element 
Inverse circular 
function 
Analytically 


Increasing function 
Acceleration 
Singular 
Nonsingular 
Expansion 
Definition 


Interval of the range 


ಶೂನ್ಶ . 

ಶೂನ್ಯಗಣ 
ಶೂನ್ಮಭಾಜಕ 
ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶ 
ಶೋಧಕ 

ಶೃಂಗ 

ಶ್ರೇಣಿ, ಶ್ರೇಢಿ 
ಶಂಕುಛೇದ, ಶಂಕುಜ 
ಶಂಕುಜಗಳು 


ಷರತ್ತು 
ಷಡ್ಭುಜ 
ಸದಿಶ 
ಸಮತೋಕ್ತಿ 


ಸಮ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಸಮಸಂಯೋಗಿ 
ಸಮಾಂಗತೆ, ಸಮಮಿತ 
ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 
ಸಮಾಂತರುಪರಿಪದಿ 
ಸಮಾನತೆಯ ಸಂಬಂಧ 
ಸಮುಚ್ಚಯ 

ಸರಳ ಸಂಗತ ಚಲನೆ 
ಸಹಕ್ಷೇತ್ರ 

ಸಹಗುಣಕ 
ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ 
ಸಹವರ್ತನೀಯ 
ಸಹವರ್ತಿ 

ಸಾಲು 

ಸಾಮಾನ ಅನುಕಲ 
ಸಾಮಾನ್ಕೀಕರಿಸು 
ಸಾಂಖ್ಯಿಕ 

ಸಾಂತ 

ಸುಲಭ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಸ್ಥಾನಸದಿಶ 

ಸ್ವತುಲ್ಕ 

ಸಂಕುಲ 

ಸಂಗತ ಕೋಶ 
ಸಂಯುಕ್ತೋಕ್ತಿ 
ಸಂಯೋಗ 
ಸಂಯೋಜಕಗಳು 
ಸಂಯೋಜನೆ 
ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸ 


Zero 

Empty set 
Zero divisor 
Null vector 
Discriminant 
Vertex 
Sequence 
Conic 
Conics 


Condition 
Hexagon 


Vector 

Equivalence 
proposition 

Even function 

Equivalent 

Symmetric 

Parallelogram 

Parallelopiped 

Equivalence relation 

Conjunction 

Simple harmonic 
motion 

Codomain 

Coefficient, cofactor 

Coaxial, coaxal 

Associative 

Conjugate 

Row 

General integral 

Generalise 

Numercial 

Finite 

Elementary function 

Position vector 

Reflexive 

Group 

Adjoint matrix 

Compound proposition 

Union 

Connectives 

Associate 

Minor axis 


Abelian group 


Acceleration 
Adjoint matrix 
Algebraic 
Algebraic function 
Amplitude 
Analytically 
Argument 
Associate 
Associative 
Asymptote 
Biconditional 
Binary operation 


Bound 
Cancellation 
Characteristic 
Chord 
Closed interval 
Closure property 
Coaxial, coaxal 
Codomain 
Coefficient 
Cofactor 
Collinear 
Column 
Commutative 
Complement 
Complex number 
Component 
Compound 
proposition | 
Condition 
Conditional 
Conics 
Conjugate 


Conjugate axis 


ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ - ಕನ್ನಡ ಪಾರಿಭಾಷಕ ಪದಕೋಶ 


ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಸಂಕುಲ/ 

ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 

ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 

ಸಂಗತಕೋಶ 

ಬೈಜಿಕ 

ಬೈಜಿಕ ಉತ್ಪನ್ನ 

ಕೋನಾಂಕ 

ವಿಶ್ಲೇಷಕದಂತೆ 

ಕೋನಾಂಕ 

ಸಂಯೋಜನೆ 

ಸಹವರ್ತನೀಯ 

ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕ 

ದ್ವಿಬಂಧಿತ, ಸಮತೋಕ್ತಿ 

ಯುಗಳ (ದ್ವಿಮಾನ) 
ಪರಿಕ್ರಿಯೆ 

ಮೇರೆ 

ನಿರಸನ 

ಲಾಕ್ಷಣಿಕ 

ಜ್ಕಾ 

ಮುಚ್ಚಿದ ಅಂತರ 

ಆವೃತ ಗುಣ 

ಸಹ ಮೂಲಾಕ್ಷ 

ಸಹಕ್ಸೇತ್ರ 

ಸಹಗುಣಕ 

ಸಹಗುಣಕ 

ಏಕರೇಖಸ್ತ 

ಕಂಬಸಾಲು 

ಪರಿವರ್ತನೀಯ 

ಪೂರಕ 

ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 

ಅಂಗ (ಘಟಕ) 


ಸಂಯುಕ್ರೋಕ್ತಿ 
ಷರತ್ತು, ನಿರ್ಬಂಧ 
ನಿಬಂಧಿತ 
ಶಂಕುಜಗಳು 
ಸಹವರ್ತಿ, ಯುಗ್ಮಿತ, 
ಅನುವರ್ತಿ 
ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಬ 
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Conjunction 
Connectives 
Constant of 
integration 
Continuity 
Contradiction 
Contrapositive 
Converse (in logic) 
Co-ordinate 
Coplanar 
Couple 
Curvature 
Decreasing function 
Define 
Definite 
Definite integral 
Definition 
Degree 
Denumerable 
Derivable 
Derivative 
Determinant 
Difference 
Differentiability 
Differentiable 


ಸಮುಚ್ಚಯ 
ಸಂಯೋಜಕಗಳು 


ಅನುಕಲನದ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 
ಅಸಮಂಜಸತೆ 
ಪ್ರತಿಧನ 

ವಿಲೋಮ (ತರ್ಕದಲ್ಲಿ) 
ನಿರ್ದೇಶಕ 

ಏಕತಲಸ್ಥ 

ಯುಗ್ಮ 

ವಕ್ರತೆ 

ಕ್ಷೀಣಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಸ್ಪಷ್ಟಿಸು 

ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 

ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ 
ವ್ಕಾಖ್ಶೆ 

ಪ್ರಮಾಣ, ಮಟ್ಟ 
ಪ್ರಗಣನೀಯ 
ನಿಷ್ಪನ್ನಯೋಗ್ಯ 
ನಿಷ್ಪನ್ನ, ನಿಷ್ಠತ್ತಿ 
ನಿರ್ಧಾರಕ 

ಅಂತರ, ವೃತ್ಕಾಸ 
ಅವಕಲ್ಕತೆ 

ಅವಕಲ 


ಶಿ 


Differential coefficient ಅವಕಲನದ ಸಹಾಂಕ, 


Differential calculus 


ನಿಷ್ಪನ್ನ ಕಲನಾಂಕ 
ಅವಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರ 


Differential equation ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ 


Differentiate 
Differentiation from 

first principles 
Dimension 
Directrix 
Discontinuity 
Discriminant 
Disjunction 
Domain 


Eccentricity 


Ce) 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ 


ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ನಿಷ್ಪನ್ನ 


ಆಯಾಮ 
ದಿಶಾಕ್ಸ, ಚಾಲಕ 
ವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 
ಶೋಧಕ 
ಪರ್ಯಾಯ 


ಕ್ಷೇತ್ರ 


ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 


Eigen 

Element 

Elementary function 

Eliminate 

Elimination 

Ellipse 

Empty set 

Equivalence 
proposition 

Equivalence relation 

Equivalent 

Even function 

Existence 

Expansion 


External 
Exponential function 
Field 

Finite 

Focal chord 

Focus 

Force 

Function 

Function of function 
General integral 
Generalise 

Group 

Hexagon 

Horizon 

Hyperbolic function 


Identity element 


ff (if and only if) 


Image 
Imaginary 
Implication 
Implicit 
Improper set 
Inclination 


ಲಾಕ್ಷಣಿಕ 
ಗಣಾಂಶ, ಅಂಶ 
ಸುಲಭ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಿಲೋಪಿಸು 
ವಿಲೋಪನ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 
ಶೂನ್ಮಗಣ 
ಸಮತೋಕ್ತಿ 


ಸಮಾನತೆಯ ಸಂಬಂಧ 

ಸಮಸಂಯೋಗಿ 

ಸಮ ಉತ್ಪನ್ನ 

ಲಭ್ಯ, ಅಸ್ತಿತ್ವ 

ವಿಕಸನ, ವ್ಯಾಕೋಚನ 
ವಿಸ್ತರಣ 

ಬಾಹ್ಮ 

ಘಾತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ 

ಕ್ಷೇತ್ರ 

ಪರಿಮಿತ, ಸಾಂತ 


ಉತ್ಪನ್ನ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅನುಕಲ 
ಸಾಮಾನ್ಕೀಕರಿಸು 
ಸಂಕುಲ 

ಷಡ್ಭುಜ 


ಕ್ಲಿತಿಜ 


_ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲೀಯ 


ಉತ್ಪನ್ನ 

ಐಕ್ಕಧಾತು, ಏಕದ, ಏಕ 
ಅನನ್ಮತಾಂಶ 

ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
ಆಗಬೇಕಾಗಿದ್ದರೆ 

ಛಾಯೆ, ಬಿಂಬ 

ಊಹ್ಯ 

ನಿಬಂಧಿತ 

ಅಪ್ರಕಟ 

ಅನುಚಿತ ಗಣ 

ಬಾಗು 


Increasing function 

Increment 

Indefinite integral 

Infinite 

Inscribe 

Integral 

Integral of a function 

Integrand 

Integration 

Integration by pants 

Internal 

Intersection 

Interval 

Interval of range 

Into 

Inverse (in logic) 

Inverse circular 
function 

Inverse element 


` Inverse matrix 


Latus rectum 
Left-hand limit 
Limit 

Limits of integration 
Linear 

Logical equivalence 
Magnitude 

Major axis 

Map 

Matrix 

Minimum 

Minor 

Minor axis 

Modulus 


Moment of a force 
Multiplicative inverse 
Negation 

Negative function 


ವೃದ್ಧಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನ 

ಹೆಚ್ಚಳ, ಹೆಚ್ಚುವರಿ 

ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ 

ಅಪರಿಮಿತ, ಅನಂತ 

ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸು 

ಅನುಕಲ 

ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ 

ಅನುಕಲ್ಕ, ಅನುಕಲೀಯ 

ಅನುಕಲನ 

ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ 

ಆಂತರಿಕ 

ಛೇದನ 

ಅಂತರ 

ವ್ಯಾಪ್ತಿಯ ಅಂತರ 

ಒಳಗಣ 

ಪ್ರತಿಲೋಮ (ತರ್ಕದಲ್ಲಿ) 

ವಿಲೋಮ ವೃತ್ತೀಯ 

ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಿಲೋಮ (ಪ್ರತಿಲೋಮ) 
ಧಾತು 

ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕೋಶ 

ನಾಭಿ(ಜ)ಲಂಬ 

ಎಡಮಿತಿ 

ಮಿತಿ 

ಅನುಕಲದ ಮಿತಿಗಳು 

ರೇಖೀಯ 

ತಾರ್ಕಿಕ ಸಮಾನತೆ 

ಪರಿಮಾಣ 

ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ 

ಚಿತ್ರಣ, ಉತ್ಪನ್ನ 

ಕೋಶ, ಮಾತೃಕೆ 

ಕನಿಷ್ಠ 

ಲಾಘವ 

ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸ 

ಪರಿಮಾಣ, ಧನಾತ್ಮಕ 
ಬೆಲೆ 

ಬಲದ ಮಹತ್ವ 

ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮ 

ನಕಾರ 

ಯಣಬೆಲೆಯ ಉತ್ಪನ್ನ 


Nonsingular 


Normal 

Null vector 
Numerical 
Odd function 
One-one 
Onto 

Open interval 
Operation 
Order 
Ordered 
Ordered pair 
Origin 
Orthogonal 
Orthogonal circles 
Parabola 


Parallelogram 
Parallelopiped 


Parametric function 


Particular integral 
Permutation 
Polar 
Polynomial 
Position vector 
Positive value 
Prime number 
Principal value 
Proposition 
Radical axis 
Radical centre 
: Range 
Rate measure 
Rectangular 
hyperbola 
Reflexive 


Right hand limit 


ಅವೈಶೇಷಿಕ, 
ವೈಷೇಶಿಕವಲ್ಲದ 

ಲಂಬ 

ಶೂನ್ಮ ಸದಿಶ 

ಸಾಂಖ್ಯಿಕ 

ಬೆಸ ಉತ್ಪನ್ನ 

ಏಕ-ಏಕ 

ಮೇಲಣ 

ತೆರೆದ ಅಂತರ 

ಪರಿಕರ್ಮ 

ದರ್ಜೆ, ಪರಿಮಾಣ 

ನಿಯೋಜಿತ. 

ಕ್ರಮಯುಗ್ಮ 

ಮೂಲಬಿಂದು 

ಲಂಬಾತ್ಮಕ 

ಲಂಬವೃತ್ತಗಳು 

ಪರವಲಯ, 
ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾ 


ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭಜ 


ಸಮಾಂತರುಪರಿಪದಿ 
ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ 
ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 
ಧ್ರುವೀಯ 
ಬಹುಘಾತಪದಿ 
ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ 

ಧನ ಬೆಲೆ 

ಅಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ 


ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ 
ಬಿಂಬಗಣ, ವ್ಯಾಪ್ತಿ 
ದರ ಮಾಪಕ 
ಲಂಬೀಯ (ಆಯತ) 
ಹೈಪರ್ಬೊಲ 


ಆತ್ಮವರ್ತಕ, ಸ್ಪತುಲ್ಕ, 


ಪ್ರತಿಫಲನ 
ಬಲಮಿತಿ 


Right handed system ಬಲ ತಿರುವು ವ್ಯವಸ್ಥೆ 


Ring 


ವಲಯ 


Row ಅಡ್ಡ ಸಾಲು 

Satisfaction ಪೂರೈಕೆ 

Scalar ಅದಿಶ 

Scalar product ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 

Second 61116197018! ಎರಡನೆಯ ಅವಕಲ 
coefficient ಸಹಾಂಕ 

Semigroup ಅರೆಸಂಕುಲ 

Semi-latusrectum ಅರ್ಧನಾಭಿಲಂಬ 

Sequence ಶ್ರೇಣಿ, ಶ್ರೇಢಿ 

Simple harmonic ಸರಳ ಸಂಗತ ಚಲನೆ 
motion | 

Single valued ಏಕ ಮೌಲ್ಕ 

Singular ವೈಶೇಷಿಕ 

Slope ಓಟ 

Solution ಪರಿಹಾರ 

Submatrix ಉಪಕೋಶ 

Subnormal ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 

Subset ಉಪಗಣ 

Substitution method ಆದೇಶ ಕ್ರಮ 

Subtangent ಉಪ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆ 

Symmetric, symmetry ಸಮಾಂಗತೆ 

Tautology ನಿತ್ಕಸತ್ಕ 

Transtitive ವಾಹಕ 

Transpose matrix ಅದಲುಕೋಶ 

Transverse axis ಅನುಪ್ರಸ್ಥಾಕ್ಸ 

Trapezium ತ್ರಾಪಿಜ್ಮ 

Truth values ನಿಜ ಮೌಲ್ಮ 

Union ಸಂಯೋಗ 

Unique ಏಕೈಕ 

Unit ಮೂಲಮಾನ 

Unit matrix ಏಕಮಾನ ಕೋಶ 

Unit vector ಏಕ ಸದಿಶ 

Variable ಚರ 

Variables separable ಬೇರ್ಪಡಿಸಬಹುದಾದ 

ಚರಗಳು 

Vector ಸದಿಶ 

Vertex ಶೃಂಗ 

With respect to ಅವಲಂಬಿಸಿರುವಂತೆ 

Work ಕೆಲಸ 

Zero ಶೂನ್ಮ 

Zero divisor ಶೂನ್ಮ ಭಾಜಕ 


ಗ್ರಂಥ ಯಣ 
Higher Algebra, Hall & Knight, 5. Chand & Co., New Delhi. 


The Elements of Coordinate Geometry, S.L. Loney, Macmillan 
& Co. Ltd., London. 


Plane Trigonometry, S.L. Loney, S. Chand & Co., New Delhi. 


Differential Calculus, 5. Balachandra Rao and C.K. Shantha, 
Wiley Eastern Ltd. (New Age International), New Delhi. 


Differential Equations, S. Balachandra Rao and H.R. 
Anuradha, Universities Press, Orient Longman Ltd., Hyderabad. 


Indian Mathematics and Astronomy - Some Landmarks, 
Dr. S. Balachandra Rao, Jnana Deep Publications, 2388, 13th 
Main, A-Block, Rajajinagar Il Stage, Bangalore - 560 010. 


ಶ್ರೀನಿವಾಸರಾಮಾನುಜನ್‌್‌ ಡಾ! ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌, ಕನ್ನಡ ಪುಸ್ತಕ ಪ್ರಾಧಿಕಾರ, 
ಚಾಮರಾಜಪೇಟೆ, ಬೆಂಗಳೂರು - 560 018. 


ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರ, ಡಾ|| ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌, ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ, 
ಹಂಪಿ, ವಿದ್ಮಾರಣ್ಮ - 583 221. 


646 


1.1 


3.1 


3.2 


3.3 


ದ್ವಿ ತೀಯ ಪಿ.ಯು.ಸಿ. ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಇ ಪಠ್ಯಕ್ರಮ 
ಘಟಕ -1 ಬೀಜಗಣಿತ 


ಗಣಸಿದ್ಧಾಂತ 3 ಗಂಟೆಗಳು 


ಗಣಗಳು, ಸಂಬಂಧಗಳು ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನಗಳು - ಪುನರ್ನಿರೂಪಣೆ, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ಗಣಿತ ತರ್ಕ 8 ಗಂಟೆಗಳು 


ಉಕ್ತಿ ಮತ್ತು ನಿಜಮೌಲ್ಮಗಳು, ಸಂಯೋಜಕಗಳು, ಅವುಗಳ ನಿಜಮೌಲ್ಕದ 
ಕೋಷ್ಟಕಗಳು, ಉಕ್ತಿಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ, ವಿಲೋಮ, ಪ್ರತಿಧನ, ನಿತ್ಮಸತ್ಮ ಮತ್ತು 
ಅಸಮಂಜಸತೆ, ತಾರ್ಕಿಕ ಸಮಾನತೆ, - ಪ್ರಮೇಯಗಳು, ಸ್ವಿಚಿಂಗ್‌ ಸರ್ಕೂಟ್‌ಗಳ 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು, ನಿಜಮೌಲ್ಯಗಳ ಕೋಷ್ಟಕಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 12 ಗಂಟೆಗಳು 


ವಿವಿಧ ನಮೂನೆಯ ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ಲೆಕ್ಕಗಳ ಪುನರ್ನಿರೂಪಣೆ 


ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು 

ಸಿ:!!(2, 0) ೨ ಓ ಮತ್ತು AMG) 

ಬಿಂಬನಗಳಂದು ವ್ಯಾಖ್ಕಿಸುವುದು. 

ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಗುಣಗಳು, ಜೊತೆಯಲ್ಲಿ A (4B) - ಗಿ!) . A(B), ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದ ಲಾಘವ ಮತ್ತು ಸಹಗುಣಕ, ಸಂಗತಕೋಶ, ವೈಶೇಷಿಕ 


ಮತ್ತು ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶಗಳು, ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮ. 


3.4 


A (Adj A) = (Adj A) A =1Al ಇದರ ಸಾಧನೆ ಮತ್ತು ಇದರಿಂದ 
ಸೂತ್ರ, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ಎರಡು ಮತ್ತು ಮೂರು ಚರಾಕ್ಷರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳ 
ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ (1 ಕೋಶ ಪದ್ಧತಿ (1) ಕ್ರೇಮರನ ನಿಯಮ, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


3.5 ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣ, ಚೌಕುಳಿಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳು, 
ಕೇಲಿ-ಹ್ಮಾಮಿಲ್ಪನ್‌ ಪ್ರಮೇಯ (ಹೇಳಿಕೆ ಮಾತ್ರ). 


ಎರಡು ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆಗಳ ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಕೇಲಿ ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ 
ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಪರಿಶೀಲಿಸುವುದು. 


A" ಅನ್ನು ಕೇಲಿ ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


4 ಸದಿಶಗಳು 9 ಗಂಟೆಗಳು 


4.1 ಸದಿಶವು ಒಂದು ದಿಗ್ಕುಕ್ತ ರೇಖಾಖಂಡವೆನ್ನುವುದನ್ನು ಪುನರ್ನಿರೂಪಿಸುವುದು. 
ಸದಿಶದ ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ದಿಕ್ಕು, ಸಮದಿಶಗಳು, ಏಕಸದಿಶ, ಬಿಂದುವಿನ 
ಸ್ಥಾನಸದಿಶ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


4.2 ದ್ವಿ-ಆಯಾಮ ಮತ್ತು ತ್ರಿ-ಆಯಾಮ ಪ್ರದೇಶಗಳಲ್ಲಿನ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ವಾಸ್ತವ 
ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ್ಮಗಳೆಂದು ಮತ್ತು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯಾತ್ರಿವಳಿಗಳೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸುವುದು. 
ಸದಿಶದ ಘಟಕಗಳು, ಸದಿಶಗಳ ಸಂಕಲನ, ವ್ಯವಕಲನ, ಅದಿಶಗುಣಾಕಾರ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


4,3 ದತ್ತ ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ದತ್ತ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ 
ಸದಿಶ. | 


4.4 ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಾಕಾರ, ಸದಿಶಗುಣಾಕಾರ, ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ 
ತ್ರಿವಳಿಗುಣಾಕಾರ, ಸದಿಶ ತ್ರಿವಳಿಗುಣಾಕಾರ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಗುಣಗಳು. ಸಮಾಂತರ 
ಚತುರ್ಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ, ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ. ಸಮಾಂತರುಪರಿಪದಿಯ ಗಾತ್ರ 
- ಇದಕ್ಕೆ ಅವುಗಳ ಅನ್ವಯ. ಲಂಬಾತ್ಮಕ ಸದಿಶಗಳು, ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ 
ಏಕತಲಸ್ಥತೆ, ಒಂದು ಸದಿಶದ ಮೇಲೆ ಮತ್ತೊಂದರ ಪ್ರಕ್ಷೇಪಣೆ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


4.5 ಕೆಲಸ, ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಒಂದು ಬಲದ ಮಹತ್ವ, ಒಂದು 
ಯುಗ್ಮದ ಮಹತ್ವ, ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪರವಾಗಿ 
ದ್ವಿಭಜಿಸುತ್ತವೆ, ಒಂದು ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿಯ ಕೋನವು ಲಂಬಕೋನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


9.2 


5.3 


5.4 


5.5 


ಸಂಕುಲಗಳು 12 ಗಂಟೆಗಳು 


ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ, ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ರಚನೆಗಳು, ಅರ್ಧಸಂಕುಲ, ಸಂಕುಲ, 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ (ಅಬಿಲಿಯನ್‌) ಸಂಕುಲಗಳ ವಿವರಣೆಗಳು. 


ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳು, ಪರಿಮಿತ ಮತ್ತು 
ಅಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲಗಳು, ಸಂಕುಲದ ಅಂಶಾಂಕ, "ಗುಣಾಕಾರ" ಅಥವಾ "ಪರಿಕ್ರಿಯೆ"ಯ 
ಪಟ್ಟಿ, ಮಾಡ್ಕುಲಾರ್‌ ಸಂಕುಲಗಳು, ಕೋಶಗಳ ಸಂಕುಲ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು, 3 ಗಣಗಳ ಸಮಾಂಗತ ಸಂಕುಲ, 5 ಇ (1, 23} ಗಣದ 
ಎಲ್ಲಾ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು, '"ಗುಣಾಕಾರ"ಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಒಂದು 
ಅಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 


1 ರ ವರ್ಗಮೂಲ, ಮೂರನೇ ಘಾತಮೂಲ, ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತಮೂಲ. ಇವುಗಳು 
ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು (ಸಾಧನೆ ಸಹಿತ). 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಗುಣಗಳ ಸಾಧನೆಗಳು : 

(1). ಸಂಕುಲದ ಏಕಾಂಶವು ಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

(1) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿ ಗಣಾಂಶದ ವಿಲೋಮವು ಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
(ii) ಅ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದರೆ, (೯17 ಎ8 8೩೮೪೮ 


(iv) ಒಂದು ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ (8"0)-' ವರ್ಗ 


(೪): ಒಂದು ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲ ನಿರಸನ ಕ್ರಿಯೆಗಳು ಸತ್ಯವಾಗಿವೆ. 


(0) 8" x= ಮತ್ತು /*8- ರಿ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಮೂಲಗಳಿವೆ ಮತ್ತು ಅವು 
ಒಂದು ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಉಪಸಂಕುಲಗಳು, ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಲು ಅಗತ್ಯವಾದ ಮತ್ತು ಸಾಕಾಗುವನಿಯಮಗಳ 
ನಿರೂಪಣೆ 


8. :6 ಸಂಕುಲದ ಶೂನ್ಶವಲ್ಲದ ಗ ಉಪಗಣವು ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು 
ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ 


5.6 


6.1 


6.2 


6.3 


(| VabeHa*be ಗ ಮತ್ತು 
(1). ಗ ಉಪಗಣದ ಪ್ರತಿ 8ಗೆ,೯೫'೪ ಗ 


b. G ಸಂಕುಲದ ಒಂದು ಶೂನ್ಮವಲ್ಲದ ಉಪಗಣ ಗೆ ಒಂದು 
ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ 


VabeHa*b' eH. 
ಲೆಕ್ಕಗಳು. 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ರೀತಿಯ ಲೆಕ್ಕಗಳು 
(0 (ab)'=a" b' ಆದರೆ ಆಯು ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗುವುದು. 


(1) Gಸೆಂಕುಲವೊಂದರ ಪ್ರತಿ ಗಣಾಂಶವೂ ಅದರ ವಿಲೋಮವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಆಯು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 


(11) ನಾಲ್ಕು ಅಥವಾ ಅದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯ ಅಂಶಾಂಕ ಹೊಂದಿದ ಸಂಕುಲವು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗುವುದು. 


(1/) ಸರಿ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಅಂಶಾಂಕ ಹೊಂದಿದ ಒಂದು ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೩ 6 ಆದಾಗ, 
8' ಇ 8ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಘುಟಕ - 1 ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತ 
ವೃತ್ತಗಳು 12 ಗಂಟೆಗಳು 
ವಿವರಣೆ, ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವು (0,0) ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಮವು ೧ ಆದಾಗ ವೃತ್ತ ಸಮೀಕರಣ 
(x,,,) ಮತ್ತು(ಜ,೪,) ಒಂದು ವ್ಯಾಸದ ಎರಡು ತುದಿಗಳಾದಾಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ, 


ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಕ ಸಮೀಕರಣ, ಇವುಗಳೆರಡರ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಸಮೀಕರಣದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ ಲೆಕ್ಕಗಳು. / ಎ mx +೬ ೭೯ ಯು 
ಹೌ +೬ ಐಗೆ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಎನಿಸುವ ನಿಯಮದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ವೃತ್ತದ ಹೊರಗಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದ. 
ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


6.4 


6.5 


6.6 


71.1 


Vy 


7.3 


1.4 


1,5 


ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತ, ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸ, ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ 
ಕೇಂದ್ರ-ನಿಷ್ಟತ್ತಿ-ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಬಿಂದುವೊಂದು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ ಅಥವಾ ಮೇಲೆ ಅಥವಾ ಹೊರಗೆ ಇರಲು ನಿಯಮ, 
ನಿರೂಪಣೆ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


"ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸವು ಅವುಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತದೆ" ಎನ್ನುವುದರ ನಿರೂಪಣೆ- ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಲಂಬಾತ್ಮಕ ವೃತ್ತಗಳು -ನಿಯಮದ ನಿಷ್ಟತ್ತಿ-ಲೆಕ್ಕಗಳು. 
ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆ, ಮಿತಿ ಬಿಂದುಗಳು, ಸಹವರ್ತಿವ್ಯವಸ್ಥೆ -ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಶಂಕುಜಗಳು 13 ಗಂಟೆಗಳು 


ನಾಭಿ-ಚಾಲಕಗಳ ಗುಣದಿಂದ (ಶಂಕುಜದ)ವ್ಮಾಖ್ಯೆ, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ. ಪೆರಾಬೊಲಾ, 


೬ 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತ, ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ ಮತ್ತು ಆಯತ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ ಇವುಗಳ ನಿರೂಪಣೆ 


ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಕ ಸಮೀಕರಣದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ, ಇತರೆ ರೂಪಗಳ ಪೆರಬೊಲಾದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು (ಹೇಳಿಕೆ ಮಾತ್ರ), ಪೆರಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಕ ಗುಣಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಪ್ರಮಾಣಕ ಸಮೀಕರಣದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ, ಇತರೆ ರೂಪಗಳ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು (ಹೇಳಿಕೆ ಮಾತ್ರ), ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಪ್ರಮಾಣಕ ಗುಣಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಹೃಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಕ ಸಮೀಕರಣದ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ. ಇತರೆ ರೂಪಗಳ 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣಗಳು (ಹೇಳಿಕೆ ಮಾತ್ರ), ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಕ 
ಗುಣಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 

y A 


x ಫಿ 


ಈ ಶಂಕುಜಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು, ನಿಷ್ಪತ್ತಿಗಳು ಮತ್ತು 
ಲೆಕ್ಕ ಗಳು. 


8.1 


9.1 


10. 


10.1 


10.2 


ಘಟಕ - 1 ತ್ರಿಕೋನಮಿತಿ 
ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 6 ಗಂಟೆಗಳು 


ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನದ ವಿವರಣೆ, ಪ್ರಾಂತ್ಯ, ಬಿಂಬಗಣ, 
ಪ್ರಮಾಣಕ ಸೂತ್ರಗಳ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು 4 ಗಂಟೆಗಳು 


sinx= Kk ೦೦%%ಎ ಓ tanx=k, acosx+ bsinx=c 
ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು, ನಿಷ್ಠತ್ತಿಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 10 ಗಂಟೆಗಳು 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮಗಳೆಂಬ ವಿವರಣೆ, 

ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಮ ಭಾಗಗಳು, ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌, 
ಕೋನಾಂಕ, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಮಾನತೆ, . ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
ಬೀಜಗಣಿತ, ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಧ್ರುವೀಯರೂಪ, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಮತಲ ಅಥವಾ 
ಆರ್ಗಾ೦ಡ್‌ ಸಮತಲ, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯ, ಘಾತೀಯರೂಪ -ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಡಿಮೋಯ್ವರನ ಪ್ರಮೇಯ - ನಿರೂಪಣೆ ಮತ್ತು ಸಾಧನೆ, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಕ ಸಂಖ್ಕೆಯ 
ವರ್ಗಮೂಲ, ಘನಮೂಲ, ಚತುರ್ಥಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನ 
ಮತ್ತು ಅವುಗಳನ್ನು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿನಿಧೀಕರಣ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


11 


31,2 


ಘಟಕ -1V ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ. 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಅವಕಲನ 12 ಗಂಟೆಗಳು 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ, ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತ, ಬಹುಘಾತ ಪದಿ, ತ್ರಿಕೋನ 
ಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು, ಘಾತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು, ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಅವಕಲನ - ಅವಕಲ್ಯತೆ, ಮೂಲತತ್ವ ದಿಂದ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಠನ್ನಗಳು. ಅವಕಲನವು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ ಆದರೆ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಅವಕಲನವನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುವುದಿಲ್ಲ ಎಂಬುದರ ಸಾಧನೆ ಮತ್ತು ಉದಾಹರಣೆಗಳು. ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ 
ಸಂಕಲನ, ವ್ಯವಕಲನ, ಸ್ಥಿರ ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ, ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ಧ, ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಧ - ಇವುಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು. ಮೂಲ 
ತತ್ವದಿಂದ x”, ಆ”, 8", sinx, ೦೦5% tanx, 560%, cosecx, cotx, 100% 
ಇವುಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು. 


ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು, 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಿಕ್‌ ಮತ್ತು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಿಕ್‌ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಮತ್ತು 
ಅವುಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 

ಸಂಯುಕ್ತ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು - ಸರಪಣಿ ನಿಯಮ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಆದೇಶನದಿಂದ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅವಕಲನ ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಅಪ್ರಕಟ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ, ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ, ಲಾಗರಿತಮೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ, 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಅವಲಂಬಿಸಿದಂತೆ ಇನ್ನೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅವಕಲನ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಅನುಕ್ರಮ ಅವಕಲನ. ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ನಿಷ್ಠನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ಲೆಕ್ಕಗಳು. ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುವ ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


12. ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳ ಅನ್ವಯಗಳು 8 ಗಂಟೆಗಳು 


12.1 6/6 ರೇಖಾಗಣಿತ ರೀತ್ಕಾ ಅರ್ಥಕಲ್ಪನೆ, ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬಕಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು, ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಮಧ್ಯೆ ಏರ್ಪಡುವ ಕೋನ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


12.2 ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 
12.3 ನಿಷ್ಟನ್ನವು ಒಂದು ದರಮಾಪಕವಾಗಿ. ಲೆಕ್ಕಗಳು 


12.4 ಏಕ ಚರದ ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು ಹಾಗೂ ದ್ವಿ- 
ಆಯಾಮದ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಲೆಕ್ಕಗಳು | 


13. ಅನುಕಲನ 10 ಗಂಟೆಗಳು 


ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯದ ಹೇಳಿಕೆ. ಅನುಕಲನವು ಅವಕಲನದ 
ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿ. ಮುಖ್ಯ ಸೂತ್ರಗಳು. ಅನುಕಲನದ ವಿಧಾನಗಳು :(/) 
ಆದೇಶದಿಂದ (1) ಆಂಶಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಿಂದ (11) ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಾದರಿಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅನುಕಲಗಳು: 


1 1 1 
a+bcosx ' a+b sinx acosx+ bsinx+Cc 


Har fn, ಹ್ತ ಡು 


fx) po xa 
1 1 1 1 
YEO xi OO ಶ್ರ xa 
ತಾಸ ಣಾ NR 
ax +bx+c Y ax +bx+C 
pcosx+q sinx 
e [fx + F(X) 


a cosx + b sinx 


ರ! 


14. 


14.1 


15. 


15.1 


16. 


16.1 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳು 6 ಗಂಟೆಗಳು 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು, ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳ 
ಗುಣಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳ ಅನ್ವಯ 5 ಘಂಟೆಗಳು 


ಒಂದು ವಕ್ರರೇಖೇಯ ಕೆಳಗಿನ (ಪ್ರದೇಶದ) ವಿಸ್ತೀರ್ಣ, ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ 
ಮಧ್ಯವಿರುವ (ಪ್ರದೇಶದ) ವಿಸ್ತೀರ್ಣ- ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು; 
ವೃತ್ತ, ದೀರ್ಥವೃತ್ತ, ಪ್ಕಾರಾಬೊಲಾ ಮುಂತಾದ ಮುಖ್ಯವಾದ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು 4 ಘಂಟೆಗಳು 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಮಟ್ಟ ಮತ್ತು ದರ್ಜೆಗಳ ವ್ಕಾಖ್ಕೆ. ಮೊದಲನೇ ದರ್ಜೆಯ 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ರಚನೆ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. ಚರಗಳ ವಿಂಗಡನೆಯಿಂದ ಮೊದಲನೇ 
ದರ್ಜೆಯ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಒಹಾರ. ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


ದ್ವಿತೀಯ ಪಿ.ಯು.ಸಿ. ಯ ಗಣಿತ ಚಟುವಟಿಕೆಗಳು 


ದ್ವಿತೀಯ ಪಿ.ಯು.ಸಿ.ಯಲ್ಲಿ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯ ಮಟ್ಟ 4,8,0,0 ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಲು 


ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 10 ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು 
ಮಂಡಿಸಬೇಕು. ಅಷ್ಟೇ ಅಲ್ಲದೇ, ಮುಖ್ಯ ಪ್ರಶ್ನಪತ್ರಿಕೆಯಲ್ಲಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ 1 ರಿಂದ 10 ರ 
ವರೆಗಿನ ವಿಷಯಗಳಿಂದ ಆಯ್ದ 1ಅಂಕದ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳು, 2 ಅಂಕಗಳ ಎರಡು 
ಪ್ರಶ್ನೆಗಳು ಮತ್ತು 4 ಅಂಕಗಳ ಒಂದು ಪ್ರಶ್ನೆ ಇರಬೇಕು. 


ಕ 


ತೆ 


"ಸ್ವಿಚಿಂಗ್‌ ಸರ್ಕ್ಕೂಟ್ಸ್‌"ಗಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಗೆ ಗಣಿತ ತರ್ಕದ ಅನ್ವಯ 


ಹಂ! 


ಕೇಲಿ- ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಬಳಸಿ (ಒಂದು ಕೋಶದ) ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 


10. 


ಗ್ರೆ; 


12. 


13. 


14. 


ಕೆಲಸ, ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಒಂದು ಬಲದ: ಮಹತ್ವ, ಒಂದು 
ಯುಗ್ಮದ ಮಹತ್ವ ಹಾಗೂ ರೇಖಾಗಣಿತೀಯ ಲೆಕ್ಕಗಳಿಗೆ ಸದಿಶಗಳ ಅನ್ವಯ 
ಕ್ಷ 


ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆ, ಮಿತಿಬಿಂದುಗಳು, ಲಂಬ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ 


ಶಂಕುಜಗಳ ಪ್ರಮಾಣಕ ಗುಣಗಳು 

ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವಿಕ ಮತ್ತು ಊಹ್ಮ ಭಾಗಗಳು 

ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 

ತ್ರಿ-ಆಯಾಮ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಗರಿಷ್ಠತೆ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠತೆಯ ಲೆಕ್ಕಗಳು 
ಒಂದನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ರಚನೆ 

ಚರಗಳ ವಿಂಗಡನೆಯ ರೂಪಕ್ಕೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ ಒಂದನೇ ದರ್ಜೆಯ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ 

ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯ ಘನಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಭಾಸ್ಕರರ (ಕ್ರಿ.ಶ. 1150) 
ವಿಧಾನ, ಘನಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಆರ್ಯಭಟನ ಕೊಡುಗೆ. 
"ಕಾಂಗ್ರುಯೆನ್ಸ್‌"ಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು ಭಾಸ್ಕರ -! ಮತ್ತು ಬ್ರಹ್ಮಗುಪ್ತ ಇವರ 


ಸಮಸ್ಯೆಗಳು 


್ರಪಂಚದ (ಖ್ಯಾತ) ಗಣಿತಜ್ಞರು ಮತ್ತು ಅವರ ಕೃತಿಗಳು- ಪ್ರಬಂಧಗಳು ಲೆಕ್ಕಗಳ 
ಹಳಯ ಇತ್ಯಾದಿ 


"ರಾಮಾನುಜನ್‌ ಮ್ಯಾಥೆಮ್ಕಾಟಿಕಲ್‌ ಸೊಸೈಟಿ"ಯ ವಾರ್ತಾಪತ್ರ, "ಮ್ಯಾಥೆಮ್ಮಾಟಿಕ್ಸ್‌ 
ಸ್ಟೂಡೆಂಟ್‌", "ಮ್ಮಾಥೆಮ್ಮಾಟಿಕ್ಸ್‌ ಎಜುಕೇಶನ್‌"ಮುಂತಾದ ನಿಯತಕಾಲಿಕೆಗಳಿಂದ 
ಆಯ್ದ ಗಣಿತದಲ್ಲಿನ ಸಮಕಾಲೀನ ಪ್ರಗತಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಪ್ರಬಂಧಗಳು 


ಅಧ್ಯಾಪಕರ ಅನುಮತಿಯಿಂದ ಯಾವುದೇ ಇತರ ಯೋಜನೆ. 


